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Im 18. Bande des Liouville’schen Journals veröffentlichte Serret 
im Jahre 1853 eine interessante Abhandlung unter dem Titel: Sur une 
classe d’equations differentielles simultanees qui se rattachent ä la 
theorie des courbes ä double courbure. Er hatte sich nämlich mit 
den beiden geometrischen Aufgaben beschäftigt, eine räumliche Kurve 
zu finden, wenn von ihr gegeben ist entweder die Kurve der Krümmungs- 
ki sismittelpunkte, oder die Kurve der Schmiegungskugelmittelpunkte; 
und diese beiden Aufgaben hatten ihn auf gewöhnliche Differential- 
gleichungen zwischen drei Variabeln geführt, welche lediglich zusammen- 
gesetzt waren aus Integralen zweier Differentialgleichungen dritter Ord- 
nung im ersten Fall, aus Integralen nur einer Differentialgleichung 
vierter Ordnung im zweiten Fall. Da er nun ferner fand, dass die 
singuläre Lösung der aufgestellten Differentialgleichungen die wirklich 
geometrisch wichtige war, so versuchte er ganz allgemein eine Methode 
zu geben zur Auffindung der singulären Lösung zweier solcher simul- 
taner Differentialgleichungen »‘® Ordnung, welche allein gebildet sind 
aus Integralen einer oder zweier Differentialgleichungen der nächst 
höheren Ordnung. Angeregt durch diese Arbeit Serret’s behandelte 
Herr Professor Dr. A. Mayer diese Fragen im Königl. mathematischen 
Seminar an hiesiger Universität (Wintersemester 1882/83), indem er 
sich auf die Annahme beschränkte, dass die Differentialgleichungen 
gebildet seien aus Integralen von zwei Differentialgleichungen zweiter 
oder von einer Differentialgleichung dritter Ordnung. Da er unter 
dieser Beschränkung die diesbezügliche Theorie in der allgemeinsten 
Fassung erschöpfend behandelte, war nunmehr der Weg dazu geebnet, 
sie in allen Punkten auf. Differentialgleichungen n!* Ordnung auszu- 
dehnen und die hierbei von Serret gelassenen Lücken zu ergänzen. 
Dies beabsichtigt die vorliegende Abhandlung. 

Wählt man von vornherein x als unabhängige Variable und be- 
zeichnet man die vollständige Differentiation nach x immer durch 
obere Indices, z. B. 

d”y wetz m d"f 
da”? %% dar? In; ER 
Pfitzner. ı 


y" — 


etc., 


Be 


so sind die Differentialgleichungen »‘® Ordnung, um deren Integration 
es sich handelt, die folgenden: 

FXX....XD 0 OR K 
Darın sind F und ® irgend welche unabhängige Funktionen von 
XX,... X und .diese wieder Funktionen von P” 


ayayeıy 2... yra® 

derart, dafs | 
EU Ar, A 
(wo 4,4,...4. willkürliche Konstanten bedeuten) m + 1 Integrale 
sind entweder von einer Differentialgleichung (n + 1)!* Ordnung 
zwischen zy2: 
2 —.0 

(dies ist Serret’s erste Klasse), oder von denselben beiden Differen- 
tialgleichungen (n + 1)! Ordnung: 

a0, 2, =0 
(Serret’s zweite Klasse). Diese letztre wollen wir zuerst behandeln, 
um das exceptionelle Verhalten der ersten Klasse, dem regulären dieser 
zweiten gegenüber, besser hervortreten zu lassen; wir gliedern, diesen 
Klassen entsprechend, die Betrachtung in zwei Teile und bringen beide 
Male zuerst eine Diskussion der betreffenden Integrale, sodann die all- 
gemeine und die singuläre Lösung; zum Schlufs Beispiele (besonders 
die Serret’schen). 


Erster Teil. Serret’s zweite Klasse. 


S 1. Vorbemerkungen. 
Es seien 


(1) 


m + 1 unabhängige Integrale derselben beiden unabhängigen Differen- 
tialgleichungen (n + 1)! Ordnung: 
) | ACHERN 
Q2layey2,.. et) —=0, 
oder in andrer Form, nach y*+! und z*+1 aufgelöst: 
er) Yet Klayoyızı. arg) | 
rl — Z(ayeye... ye2r) 


Vase .yar)-a, K=aq, 
Noris ern, 


Es entsteht hier sofort die Frage, die Serret nur zur Hälfte 


behandelt: 


Ne { : 
hi ieh usa bt. > > 2, 
en ZB S le na Lader Atem Aa sur 2 > ie 


A 


Wie erkennt man, ob die mit den (m + 1) gegebenen Funktionen 
REN. von 
gebildeten Gleichungen (1) Integrale sind derselben Beiden Differential- 
gleichungen (n + 1)” Ordnung (2), und wie findet man algebraisch je 
(m + 1) solche Gleichungen? 

Zunächst ist, nach der Jakobi’schen Definition des Integrals, 
X; = a; ein Integral jener Differentialgleichungen, wenn sein vollstän- 
diger Differentialquotient nach «: 


AX; Are 0X; ‚ 0X; Pu 0X; 0X; 
a. nn arte er gar 
0X, 
2". 
ai 02 ni BEN wr2 
durch die Differentialgleichungen Or N erfüllt wird, wenn also: 
EIN 0X, 0x, 
er En Bu it 
oX, 0X. aX: 
IR.» —— 7 a 7 N 
Die Subtraktion beider ER... gibt: 
dx, e : 
geerntet 2-0. 
 Beiläufig sei bemerkt, dafs kein Integral X; gleichzeitig von y” 
oX, OX, 
und 2* frei sein kann, denn dann wäre DE ee =—=(), somit nach 


Gleichung (8): —z 


Integral, sondern eine blofse Konstante. Somit stellt sich der voll- 
ständige Differentialquotient jedes Integrals in der Form (3) dar, als 
lineare Funktion der auf Null reducierten Differentialgleichungen selbst, 
in welcher höchstens einer der beiden Terme fehlen kann, und man 
erkennt, dafs (m + 1) Gleichungen 


(1) Ka, 0,1, 2. m 
Integrale der Gleichungen (2) sind, daran, dafs die sämtlichen (m + 1) 
Gleichungen 


"—=0, X; = const., also wäre X; überhaupt kein 


dX dX dX 


(@ Et nt 
befriedigt werden durch dieselben beiden Werte 
2) Per a2, 


welche sich aus irgend zweien geeigneten unter ihnen ergeben durch 
1* 


Be ER 


Auflösung nach y”+! und 2”+1. Es ist also nur noch notwendig, dafs 
nicht alle (m + 1) Integrale frei sind von einer der Gröfsen y” und 
2”; denn sonst würden die Gleichungen (4) sämtlich nur einen der 
Terme (y-+! — Y), (+! — Z) enthalten, 

Sind nun die Gleichungen (1) (m + 1) unabhängige Integrale der 
Gleichungen (2), so läfst sich im allgemeinen in keiner Weise an- 
geben, in Bezug auf welche von den Differentialquotienten sie gerade 
unabhängig sind. Dies mufls man aber wissen, um die weitere Be- 
trachtung durchführen zu können. Wir werden daher annehmen, dafs 
die Integrale (1) gerade unabhängig sind bezüglich der höchsten Diffe- 
rentialquotienten gleichmäfsig von y wie von z, so dafs man aus ihnen 
gerade die (m — 1) höchsten Differentialquotienten eliminieren kann, 
was Serret für selbverständlich zu halten scheint. Diese Elimination 
führt auf zwei Gleichungen: : 


(8) N=0, I=0. 
Um deren Ordnung zu bestimmen, ist m als gerade oder ungerade zu 


unterscheiden. Ist m ungerade, also (m + 1) gerade, und sind unsrer 
Annahme gemäls gerade 


Nn— 
a a ee), 2 ; 7 


eliminierbar, so sind 


L—— 
5 N N 
I (eyzy'z RE ee: 2 ad...) = 0 
(9%) m—1l m—1 
NT NT EDEINIEET 
I (zyey'z...y 2 2 ady.. An) — ; 


beide von der Ordnung n — bezüglich y und 2. Ist m gerade 


und etwa 


mM Mm m 
M 
eliminierbar, so entstehen zunächst 2 Gleichungen mit y 2 und 


mM 
en: E 5 : ; 
2 ?  . Indem man die eine von beiden benutzt, um die andre 


M 
n—— +1 . . . ° 
noch von 2 ? zu befreien, entstehen die Gleichungen: 


Ilayzy'e...y ?8 aa Am) = 0 
(56) ( y2Y Y 1 ) 


IM (eyzy'E. WoBe2 tag,, -&n) a 
Für ungerade resp. gerade m sind alsdann (5°) resp. (5°) die Glei- 


chungen, auf deren Integration diejenige des ursprünglichen Systems (2) 


PR a 
RT ENTER, 


ae 
a Ra TI 


BP ie , AR 


durch jene (m + 1) Integrale zurückgeführt wird. Umgekehrt sind 
diese Integrale äquivalent den (m + 1) Gleichungen: 


D=0; T=0;, T’=0..N1?: —0 |für unge- 
(6°) 3 ue- rade m, 
RE WE BBER FL ERTT  E 0 
HD=0 F=0........II2 =0 | für gerade 
“resp. (6) r en 
A ’ 
I al) 


wobei die oberen Indices immer vollständige Differentiation nach & be- 
deuten; denn die vollständigen Lösungen y und z der Differential- 
gleichungen (2) erfüllen die (1) identisch, also auch die aus diesen 
entstandenen Gleichungen (5) und (6). Diese (6) sind aber ihrer Ent- 
stehung gemäls (m + 1) unabhängige Gleichungen, ebenso wie die (1), 
und aus diesen allein entstanden, also ihnen äquivalent; folglich ent- 
stehen rückwärts die Gleichungen (1) aus den (6) durch Auflösung 
nach den Konstanten aa,...a„n. Da ferner die sämtlichen 2» 4 2 
Integrale des Systems (2) durch Auflösung nach yzy’2’...y" 2” die 
vollständigen Lösungen ergeben, also nach diesen Gröfsen lösbar sein 
müssen, so müssen auch irgend welche (m + 1) Integrale, also auch 
die ihnen äquivalenten Gleichungen (6) auflösbar sein nach irgend 
welchen (m + 1) von den (2n + 2) Gröfsen yzy’2’... y" 2”. 

Hierauf beruht die Beantwortung der zweiten Frage. Es ist un- 
schwer zu zeigen: Man mu/s (m + 1) Integrale von der Form (1) er- 
halten, wenn man sich zwei beliebige unabhängige Gleichungen bildet 


| IT=0, = 0 
von der Natur der (5) und mit (m + 1) willkürlichen Konstanten 
RT er EN 


also im Fall ungerader m: 


(8°) 


- 25 2 Pe 
M(layeye...y NE ad...) = 0 


und für gerade m: 
m Mm 


E (ayz. .y  weluE Saas. .&) a 


” m 
Be n— +1 ) 


(5F) 
1, (eyz...y' ET RT 


oder etwas allgemeiner 


een 


IT (xye...y 22° 200...) 0 

(5) er Se 
n—— +1 n— — +1 

m, (@y2...y I: 2 Fa @dy ...G) 


(so dafs II, nur als ein specielles, nämlich von Mal freies II, er- 
scheint*)). 

Sobald nun die mit diesen Gleichungen (5*) resp. (5°) gebildeten 
Systeme 


m—1 


T-0 7 =0..n: 0 
IT 


(6°) 


ao me m —0 

nT=-0 7=-0..07°—0 
resp. (6°) % 

ee a 
(in (6°) nur II, für II, gesetzt) auflösbar sind einerseits nach irgend 
welchen (m + 1) von den abhängigen Variabeln yayz'... y"2”, andrer- 
seits nach den Konstanten aa, ... Am, so sind diese Auflösungen: 
(1) ar, ed ee 


(m — 1) unabhängige Integrale von 2 Differentialgleichungen (n -F {)ter 
Ordnung 


(2) yH-Yy, atıoz 


Diese allgemeinste Fassung des Satzes läfst sich durch Wahl des 
m dahin specialisieren, dafs man bei ungeradem m beide Gleichungen 
(5), bei geradem m die erste derselben endlich werden läfst. Im ersten 
Fall sibt m = 2n 4 1 den Satz: 

Dildet man zwei unabhängige Gleichungen 


M#j2aa,...Agntı)—=0, Il(zyzaa,...dnı)—=0O 


n +1 
*) Anmerkung. Dafs die Wahl eines y ° enthaltenden II, an der 
Sachlage nichts ändert, erhellt daraus, dals aus den gegebenen Integralen durch 


m m 
EB, u 
Be + Bm + 


Elimination von y’z2"”...y 2 zunächst drei Gleichungen mit 


BD ah. nen 
2 g 2 


CIEYR2.UY ; 
er ee 
entstehen. Die Elimination vny °? undz ? ergab sodann IT—=0, die 
M 
n—— +1 
vony aus zweien gab II, = 0; eine beliebige obiger drei Gleichungen 


stellt jenes II, =0 dar, welches für - unsre weiteren speciellen Konsequenzen 
IL, = ersetzen kann. 


BE 


zwischen xyz und (2n + 2) Konstanten derart, da/s die daraus durch 
Differentiation gebildeten Gleichungen 

iR IE N En 
auflösbar sind einerseits nach yay'z'... y"2”, andrerseits nach aa, ... 
2. Agn+ı, 50 Sind diese letzteren Auflösungen die sämtlichen (2n ++ 2) 
unabhängigen Integrale zweier Differentialgleichungen (n + 1)” Ordnung. 

Im Fall m gerade ergibt m = 2n den Satz: 

Bildet man zwei unabhängige Gleichungen zwischen zyzy'2’ und nur 

2n + 1 Konstanten: 
Il(ayzaa, :..0,)=0, IL,layayaaa,... 0a) = 0; 

derart, dafs die (2n + 1) Gleichungen: 


Meere = 0; Del IM VOR EIE ZIG 
auflösbar sind nach (2n + 1) von den (2n + 2) Gröfsen yay'z’. . .y" 2” 
und ebenso nach den Konstanten aa, .... gan, so sind die letztern Auf- 


lösungen (2n + 1) von den (2n + 2) Integralen zweier Differentialglei- 
chungen (n + 1)” Ordnung. 

Wir beweisen jetzt die vorangestellte allgemeinste Fassung des 
Satzes, zunächst für ungerade m. 

Bezeichnet die runde Klammer () die Substitution der Gleichun- 
gen (1°), der Auflösungen der (6°), so geben letztere die Identitäten 


\ 


(T)=0, (I) N uw (In )=o 


(7) ( ) 
EIER TEA 
worin also z. B. bedeutet: 


m—1 m—1 


(IT) = ey). EN RT x,) 
Differenziert man die Identitäten (mit Ausnahme der letzten in jeder 
Reihe) vollständig nach x, so entstehen: 


°(IT) dX 


ad(II h 
\ nn Be er) 
a IX 


. analoge Gleichungen. Diese (m — 1) Identitäten re- 


11, liefert —, 
ducieren sich durch die Gleichungen (7) auf die folgenden: 


\ i o(II) IX, u, \) oh) En 
Re Ze m 
Sea S1 21), IX, 
(8) >= OX, "dx =0; >= oX, x =0 
m m—3 M m—3 
ol ee Sol) ann 
N 0X, da 0, da 


Diese (m — 1) Identitäten sind linear und homogen bezüglich der 


(m + 1) Gröfsen 4X, Eliminiert man deren (m — 2), etwa 
dx AX, dX,_ı A; 13 dX,, 
de?” de de? d& da: f 


so erhält man eine gleichfalls identische lineare homogene Relation 
von der Form 
dX, dX, 


1,8. 
i i+1 “ i+2 
1 ee 


in welcher im allgemeinen nicht anzunehmen ist, dafs eines der A 
identisch gleich Null sei; jedenfalls läfst sich durch geeignete rein 
algebraische Umgestaltung der II, II, erzielen, dafs dieser besondre 
Fall nicht eintritt. Dann zeigt aber diese Identität, dafs identisch 


dX, 
jedes beliebige Fe O0 wird durch diejenigen Werte von y*+1 und 


2°+1, die sich aus 


2 m 


1 dX, 
"de 3: dx 


ergeben, allerdings vorausgesetzt, dafs man in X,1.1 und X;4> nicht 

gerade solche von den (m + 1) Funktionen X, genommen hat, die 
beide frei sind von derselben der beiden Gröfsen y” und 2%. Da- 

mit ist aber nach dem früher abgeleiteten Kriterium gezeigt, dafs 


X Qi, Xırı —= (21; X;+9 09 


(für jedes?=0 12... m — 2) Integrale sind derselben beiden Diffe- 
rentialgleichungen (n + 1)!® Ordnung (2). Für gerade m ist der Be- 
weis völlig analog, — Sind nun die gegebenen Integrale (1) nicht, 
wie wir annahmen, gerade unabhängig bezüglich gleich hoher Diffe- 
rentialquotienten von y und z, findet also irgend welche Abhängigkeit 
statt bezüglich einer Reihe höherer Differentialquotienten, so gestaltet 
sich das Eliminationsresultat etwas anders; man erhält eventuell eine 
der beiden Gleichungen (5) von weit niederer Ordnung als die andre. 


Er 


Bezeichnet man aber für den Augenblick die Ordnung einer Gleichung 
nach derjenigen des höchsten darın vorkommenden Differentialquotienten, 
sei es von % oder von 2, so ist doch so viel sicher, dafs die Summe 
beider Ordnungen immer 2» — m + 1 beträgt. Ergibt sich z. B. II 
von der Ordnung n — x, so muls sich IZ, von der Ordnung n — 
(m — x — 1) ergeben, denn es müssen 

ee Ir) 2 
(m + 1) Gleichungen sein, weil ihre Auflösung rückwärts jene m + 1 
Integrale ergeben mufs. Ein Grenzfall dieser Art tritt ein, sobald 
eine der Differentialgleichungen (2°) die eine Variable gar nicht ent- 
hält, etwa: 


ar rlayy... yo), Sarti— Zlaya.... year). 
Im Falle Y=0, wenn also die Differentialgleichungen lauten: 
yti—0; ti Z, 
erhält man aus der ersten sofort (n + 1) von 2 freie Integrale und 


somit eine endliche vollständige Integralgleichung 


n ar 


x 
Fa may tm T m, 


NA 
welche hier jene Gleichung /T=0 darstellt. Dieselbe ist von der Ot® 


Ordnung, d.h. endlich. Die Integrale sind äquivalent den Gleichungen 
I () Amen 1): 

die andre Gleichung I/, = 0, die in diesem Grenzfall nicht aus den 
gegebenen Integralen resultiert, weil diese frei von 2 waren, ist dar- 
gestellt durch die zweite Differentialgleichung 2”+! = Z selbst, nach- 
dem man in dieser für yy’...y” die gefundnen Werte gesetzt hat. 
Ihre Ordnung bleibt dabei » + 1; die Summe der Ordnungen von II 
und IL, ist also hierO-n+1=n-+ 1, was mit der obigen Be- 
merkung übereinstimmt, da hier m =n, also 2a — m tl=n-+]1 
wird. — Welcher Art aber die Gleichungen (5) auch ausfallen mögen, 
immer bilden sie das System, auf welches die Integration des ursprüng- 
lichen Systems (2’) durch die Integrale (1.) zurückgeführt wird; und die 
letztern, verbunden mit den 2n — m + 1 Integralen dieses reducierten 
Systems (5), liefern, gelöst nach yzy’2’... y”2”, die vollständigen 
Lösungen y, 2 der Differentialgleichungen (2) mit 2» + 2 Konstanten 
oder geben, durch Elimination von y'2’... y"2”, die beiden endlichen 
vollständigen Integralgleichungen: 


) es AR. er). | 
TE ET RER EDER EIN 


Er ee 


S 2. Die vollständigen und singulären Lösungen. 

Nach Erledigung dieser Vorfragen kommen wir zur eigentlichen 
Aufgabe. Mit jenen (m + 1) Integralen (1) sind die beiden unab- 
hängigen Differentialgleichungen n'® Ordnung gebildet: 

(A) EX A, Rn 

| DAR RE) 0, 

Man hat übrigens dabei m > 1 zu denken, denn der Fall m=1, 

F(XX)=0, ®(XX,)=0, entspricht jedem beliebigen Paar Diffe- 

rentialgleichungen »‘“ Ordnung 

Fizyaye’... year) =0, Day. » yo) 05 

denn da sind immer !=a, ®=a, zwei unabhängige Integrale 

zweier unabhängigen Differentialgleichungen (» + 1)'* Ordnung 
dE, d® 
dx : dx 

Die vollständigen Lösungen der (A) sind evident; denn (9), die 
Integralgleichungen der Differentialgleichungen (2), verwandeln durch 
ihre Substitution jedes Integral X; in die entsprechende Konstante q;, 
verwandeln also (A) in die Gleichungen: 

(10) P\a0, 2.0 Ding, ... m) 0: 

Man hat also nur noch diese (10) zu erfüllen, um durch (9) die (A) 
erfüllt zu haben; somit stellen die Gleichungen (9) und (10) zusammen 
die vollständigen Integralgleichungen der (A) dar und enthalten infolge 
der (10) nur noch die notwendigen 2» Konstanten. Sind jene Integral- 
gleichungen (9) nicht bekannt, so erhält man die vollständigen Lösun- 
gen der (A) durch Integration Mei Systems, welches in S 1 besprochen 
wurde: 

(5) N —V, nr—0 ey 

in Verbindung mit (10). 

Wir wenden uns nun zu den singulären Lösungen. Serret gibt 
zu deren Auffindung nur eine Methode an und lässt die Ordnung der 
dabei entstehenden Gleichungen, somit die Anzahl der in den singu- 
lären Lösungen enthaltnen willkürlichen Konstanten unberücksichtigt. 
Wir wollen diesen Punkt erörtern und drei Methoden zur Auffindung 
der singulären Lösungen aufstellen. 

Die erste Methode ist die der Integration durch Differentiation. Sie 
ist in praxi die unbrauchbarste, in der Theorie aber die klarste und 
kürzeste, somit am geeignetsten, um die Natur des Problems festzu- 
stellen. — Ein jedes Paar Lösungen y, 2, welches unsre Differential- 
gleichungen (A) erfüllt, erfüllt auch die vollständig differenzierten: 


BR. 11 ER: 
dE x o0F dX, dd x 090 4X, 


en u Drang: 
fi) 0 


Infolge der frühern Gleichung (3) aus $ 1 geht aber die erste 
Gleichung über in 


or 0X, öF 0X 
ni rer-n Se Eat: 
oder: (yrti — B a (+1 Z)- e 
und die zweite ebenso in 
(„+1 — Y).— r ” we TB ee 2) —(. 


Diese beiden Gleichungen können zusammen bestehen entweder durch 
yı—-Y=0, 21 - Z=(, 


also durch Erfüllung der anfangs betrachteten Differentialgleichungen 
(2°), dann kommen wir auf die schon diskutierten vollständigen Lösun- 
sen; oder durch das Verschwinden der Determinante 

a oF 0» 


(11) BE er org 


Dies kann keine blofse Identität sein; denn einerseits haben wir vor- 
ausgesetzt, dals nicht alle (m + 1) Integrale frei sind etwa von 2” 
(wodurch ja D=0 würde); und andrerseits setzen wir die (A) als 
unabhängige Differentialgleichungen nt Ordnung voraus, haben sie 
also nach y” 2“ lösbar zu denken (im Gegensatz zur ersten Klasse 
Serret’s). Da die Gleichung (11) selbst im allgemeinen y”, 2” ent- 
hält, so haben die singulären Lösungen also drei Differentialgleichun- 
gen n‘® Ordnung zu erfüllen, nämlich (A) und (11): 

(12) E=.ö0, 9=0, D=0, 

sie erfüllen also auch zwei Gleichungen, die durch Elimination etwa 
von 2” entstehen: 


(12%) Blayeyea.. yore) = 0 
dılayay'2’ ... yrtarnıyr) — 0 
oder, aufgelöst nach y* und 2*!: 
Be yarzı.. ya) get Alaya.... Pina), 
Die vollständige Integration würde also die singulären Lösungen er- 
geben mit (2n —1) willkürlichen Konstanten. Diese Maximalzahl 


wird jedoch nur dann erreicht, wenn man aus-den Gleichungen (12) 
nur die eine Gröfse 2” (oder y*) eliminieren kann. Man kann jedoch 


u EL 


niemals durch Elimination von y* und #* aus den (12) zwei Gleichun- 
gen erhalten, so lange die (A) selbst unabhängig sind, also nicht 
identisch D==0O ist. Wohl aber können die (12) z. B. die Elimination - 
einer Reihe von 2*2”71,... z+! zulassen und ergeben 

Slayz....yv)—0, Hay... yda))—0d, III 
Dieser Fall tritt ein, sobald D frei ist von y” und 2”, wenn also F 
und ® beide linear sind bezüglich y* sowohl wie 2” und somit etwa 
die Form haben: 

tehtrehres „She 
wo fifa - -. /, höchstens y”—! und 2°! enthalten. Enthalten sie jedoch 
und enthält damit 
DEI GN 

höchstens +! und „ «+ 1>%X), so bestimmen sich durch D=0 
die Gröfsen +1, +2... 2* als Funktionen der*e, 2°... 2° und der 
Ableitungen von y bis höchstens ebenfalls zur n!®; die Substitution 
der so erhaltenen Werte in die (A) liefert also, wie oben aufgestellt, 
ein System (» + ö)!® Ordnung. — Ausserdem kann das System (12°) 
seinerseits wieder verschiedne singuläre Lösungen mit höchstens 2» — 2 
Konstanten besitzen; diese sind dann ebenfalls singuläre Lösungen des 
Systems (A), nur von geringerer Allgemeinheit. 

Wir wenden uns zur zweiten Methode, der, welche Serret andeutet. 
Jedes Lösungspaar y, 2, welches * 
(A) PIXRA A DXX, ..:.&n)=0 
erfüllt, kann man auch so definieren: es soll erfüllen die (m + 3) 
Gleichungen 
(1) De und 
(10) Fa... 0m) == 0, Diaa, ..- a) N: 
Wir fanden aber, dafs die Gleichungen (1) äquivalent waren den 
Gleichungen (im Fall m ungerade): | 

m—1 
I=0, Na Sa 

(6) mi 


I, —0, In =D) JE eb, 
also muls jedes Lösungspaar lediglich erfüllen (6) und (10). Die (6) 


MI malige vollständige Differentiation der 


entstanden aber durch 


Gleichungen 
(5) . D=-0, I=0 
nach &. Wenn wir nun, da wir durch konstante a, @,... am auf die 


ER tr ee 


vollständigen Lösungen kamen, jetzt diese Gleichungen durch variable 
a erfüllen wollen, indem wir dieselben als Funktionen von x betrach- 
ten, so müssen nach wie vor die Gleichungen 
m—1 
| T=0, DN=0, D’U=0...D,?: IT=0 
(13) m—1i 
DT N era 1974. II 0, 
(wo D die vollständige Differentiation, auch hinsichtlich der a, bedeutet) 
die (1) zu Auflösungen haben. Das können sie nur, wenn sie mit 
den (6) zusammenfallen, denn diese letztern haben eben jene Auflösun- 
sen. Bezeichnet nun d, oder auch wie bisher ein oberer Index, immer 
die Differentiation der xyz und ihrer Ableitungen nach x, dagegen Ö 


die Differentiation. der aa, .... a, allein, also z. B. 
78 Rs BORN TE) 
DE, F(&ey23Y 2°. Yaa, .-. m) ee 
worin 
dfF . oF Br ae ErOD: roh. j oF 
Ne u et Tür N Tr elle il _ rit+1 er 
arte, 3 IRRE EFF Ay BR Ozi 
öF or da, 
und = nuöz , so ıst nun 
Öx 0a, dx 
0 
tn OII 


Damit diese Gleichung mit der entsprechenden /Z’= (0 zusammenfällt, 


mufs 246 sein. Ist dies erfüllt, so geht 


dx 

DEYE= D,(D,H) =0=- über in. 'D, IE = 0 
und dann ist zum Zusammenfallen des nächsten Paares nur noch not- 
wendig, dafs 

DI=m +20, also 0 sei 
So geht dies weiter; wir erhalten die (m — 1) Bedingungen für un- 
gerade m (indem wir der Kürze halber die Nenner öx der Differential- 
quotienten weglassen): | 


£ m—3 
6T—=-0, 6T=0...dN? —=0 
m—5 


a 0,000. oe el 


und ebenso für geradzahlige m: 


(14°) 


ap ur=0, o’=0...00? —=0 
ß 
leo: eo =0...01?  —0. 


Be 


Diese Gleichungen sind linear und homogen in Bezug auf 


da da, Am, 

dx? ER : 
Somit haben die singulären Lösungen y, 2 und die unbekannten Funk- 
tionen A, 4, ... Am zu erfüllen die (m + 3) Gleichungen: 


(5), (10) und (14°) resp. (142), 
womit sich Serret begnügt. Sie erfüllen aber neben den (5) oder 
den beiden ersten Gleichungen (6) auch die übrigen Gleichungen (6), 
von denen wir jedoch nur die (m — 1) ersten benutzen wollen, um 
nicht %* und 2” einzuführen, die nur in den beiden letzten (6) vor- 
kommen. Ferner wollen wir etwa a und a, aus den Gleichungen (10) 
als Funktionen der a, a, ... @m berechnet, daraus = und 2 gebildet 
und diese vier Werte eingesetzt denken in alle übrigen ee 
Wir wollen diese Substitution nicht weiter äufserlich markieren und 
nur beachten, dafs die (14) auch dann noch linear und homogen bleiben 


da. da da,, . 
bezüglich 7, 42°: u , so von der Form sind: 
de’ de dx 
da da,, 
> & et et In, id, 
wo die &,...&, Funktionen sind von a,... am&yzy'z’... ypizTi, 
Alsdann lauten im Falle ungerader m die zu erfüllenden Gleichungen: 
m— 3 
; T=0, IT=0... 02 —=0 
(6 ) m—3 
ee ee 
m—3 
60=0, do =0 ...dNT ? —=0 
S m 
DIL — 0, OH — 0 ed Ina 
Sie enthalten die Gröfsen: | 
‚1 da d.a,, 
CYEYE EVD RTE SU, 2 Un Te 
a ’ 
Da die Se -.. 7m Nicht sämtlich verschwinden sollen, mufs die 


Determinante der (m — 1) homogenen Gleichungen (14°) versch 
Sie sei angedeutet durch 


NMayeye.. se zer 0 Et 
wobei sich die (14°) auf etwa die (m — 2) ersten reducieren. Löst 
man die m Gleichungen (6°) und 4= 0 nach 


—1 —ıi 2 2 
SE a 3 a] 42 R 


wobei 

RE icheest 3 EMERS 
15 Y 2 ua 2,8 a | 
( 5) je mt en —3 m—3 

BER SZ eye Dot Ten a... 0) 


die Werte seien, die sich dabei für diese Gröfsen ergeben, und setzt 
man diese Werte sämtlich in die noch übrigen (m — 2) von den (14°), 
nachdem man auch = als Funktion derselben Grölsen durch Differen- 
tiation des eben gefundenen a, berechnet hat, so hat man (m — 2) 
Gleichungen mit 

Pr „2 De da, da,, 
LYZYE ...Y F7 „» Ay... (Am; Eee Pre 


A x : E : ; : m—1 
Fügt man hinzu die beiden Differentialgleichungen (n— le Ord- 


nung (15), oder die ihnen äquivalenten 2 (n — =2n—m-+]1 


Differentialgleichungen erster Ordnung, so hat man (2n — 1) Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung mit den (2» — 1) abhängigen Variabeln 


FRE N 3 23 
Gans m -. YEYB.Y er 


Die bei der vollständigen Integration sich ergebenden Werte von y 
und 2 als Funktionen von z und (2»— 1) Konstanten sind dann die 
gesuchten singulären Lösungen. Zu demselben Resultat führt die ana- 
loge Behandlung für gerade m. Dann sind nur (6°) und (14%) zu er- 
setzen durch 


m 
1 


T=0, IT=0..1n: =0 
(6”) ne 
EP ES Fer 
(bei m = 2 ist von der zweiten Reihe natürlich ZZ, = 0 selbst beizu- 


behalten) und 


| Ge, 7 TERN OT 
(148) | 

oIL,=0, 6T=09...6I1? —0. 

Die letzteren reducieren sich wieder auf die (m — 2) ersten und die 
Determinante 


UNE ERTFETI ER EN: 


Aus den m Gleichungen (6”) und /, = 0 berechnet man 


ER) TE ee N ER FI, i wobei sich 


ne nen ne 
Y a. end ae 


ze Enes SE u nt 
ergeben mögen. Durch Substitution obiger Werte gehen die (m — 2) 
ersten Gleichungen (14°) über in Gleichungen zwischen 


(15°) 


ap ie Aa da,, 
YET Yas 0 de Mm 
man hat also mit den (15), welche (2» — m + 1) Differentialgleichun- 
sen erster Ordnung repräsentieren, (2» — 1) Differentialgleichungen 


erster Ordnung für die (2» — 1) abhängigen Variabeln 


yaya...y De 
erhält also wie vorhin y(x) und z(x) mit (2n» — 1) Konstanten. 

In speciellen Fällen treten wesentliche Reductionen ein, so z. B. 
wenn die obige Auflösung nach a, ergibt a, —= A,(a, ... Qn), als blofse 
Funktion der a, ... @„, nicht auch der zyzy’z’ ...; dann kann man 
die (m — 2) übrig bleibenden (14°) so schreiben (indem man beachtet, 
dals a und a, schon früher durch die Gleichungen (10) entfernt waren): . 


Said ne ENALN 
De, Hr > ei dx = 
3 


da . = abi 
da ’ 


wo für II” der Reihe nach zu eh sind 
m—53 m—D 


IEIT. 2:2 1% SED 


da,, 
zu 
also verschwindet auch deren Determinante und liefert ihrerseits auch 
a, ohne Integration, so dafs man schliefslich eine Konstante weniger 
erhält. Auf diese und ähnliche Weise kann sich die Anzahl der Kon- 
stanten noch weiter verringern. — Auch hier können, wie schon bei 
der ersten Methode bemerkt wurde, singuläre Lone mit höchstens 
(2n — 2) Konstanten existieren, wäiche gleichfalls singuläre Lösungen 
des ursprünglichen Systems (A) sind. 

Die dritte Methode geht von den vollständigen Lösungen oder 
vollständigen endlichen Integralgleichungen der (2) aus, welche in praxi 
meist direkt gegeben sind. Sie waren bezeichnet durch 


(9) (zyzaa, ..: @n11) —0, p(zyzaa, ..- Aan+ı) =. 
Verbunden mit den Gleichungen (10) bilden sie die vollständigen 


Das sind wieder (m — 2) homogene Gleichungen bezüglich = ... 


BT 


Lösungen mit 2» Konstanten der vorgelegten Differentialgleichungen 
(A). Diese (A) werden identisch erfüllt durch ihre vollständigen Lösun- 
gen und deren n erste Ableitungen, also von 


16) BR Bl: m —=( 

Br Deren 
immer in Verbindung mit den (10). Wir wollen nun in den Gleichun- 
gen (9) sämtliche aa, ... @s„rı als Funktionen von x betrachten. 
Dann müssen diese Gleichungen mit ihren Ableitungen (jetzt also 
auch die a differenziert) 


immer noch die Gleichungen (A) erfüllen. Da dies aber die Gleichun- 


gen (16) thun, können es die (17) nur dann, wenn sie mit den (16) 
zusammenfallen. Damit nun die erste 


2n+1 
of da, 
DL er FERGET 0, 


mit = 0 zusammenfällt, mufs 


2n+1 ER da, Be 0 
' da, de 
n | 
sein. Ist dies erfüllt, so ist 
„ nn Bern da, 
Di=D,f=f"+ DI 0. 
Zum Zusammenfallen mit f” = 0 Be also 
2nt1 of’ da, 1% 0 
da, da 


sein. So fortschreitend und ebenso mit der Reihe der DPSTIREENG, 
gelangt man zu den 2n Bedingungen 


2n+1 i 2nt1 ; 
of" da, Pr 09" dan N 
48) DR ea Er Te 
0) 0 z 
i—= 0125... Roll 
Sollen also die Gleichungen (9) auch bei variabeln aa, ... a„ immer 


noch Lösungen der Differentialgleichungen (A), nämlich die singulären, 
darstellen, so müssen diese singulären Lösungen und die zugehörigen 
Werte der a den (4n + 2) Bedingungen genügen: 

(10), (18) und (16), 


Pfitzner. 2 


Ba 


von welchen letzteren nur die 2% ersten in Betracht kommen und 
mit (16°) bezeichnet seien: | 
ae) f=0, F-0.! Pie, 9-0, 90 ma 
wir lassen f* = O0 und p"—= 0 weg, um nicht y* und 2” aufzunehmen. 
Vergleicht man nun dieses System von Gleichungen mit dem bei der 
zweiten Methode erhaltenen (S. 14), so ist ersichtlich, dafs beide zu- 
sammenfallen, sobald man in letzterem 
f=0, :p=0. andie.Stelle von 2 —-ID,; i—9 
treten läfst. In der That sind ja die vollständigen Integralgleichungen 
nur die speciellen Gleichungen 7 =0, IL =0, welche auftreten im 
Fall, dafs man sämtliche Integrale 
X=a, Lel:.. Am Om... Aankı = Bolı 

kennt und benutzt, und nicht blos die (m + 1) in den Differential- 
gleichungen selbst enthaltenen. Somit ist die zweite Methode die all- 
gemeine, die dritte entsteht aus ihr für m +1l1=2n-+2, d.h. 
m= (2n +1). Sobald man also neben den in den (A) selbst ent- 
haltenen (m + 1) Integralen auch die übrigen (2n — m + 1) kennt, 
kann man sowohl die zweite wie die dritte Methode anwenden; beide 
müssen zum gleichen Resultat führen. 

Zur weiteren Behandlung der dritten Methode ist noch einiges zu 
bemerken. Denkt man durch die (10) etwa a und as„1, berechnet 


. 1 da day, . 
als Funktionen der übrigen a, daraus 7 und 1x gebildet und 


diese vier Werte in die 4» übrigen Gleichungen eingesetzt, so bleiben 
die (18) homogen und linear bezüglich der da BA 
® de’ dz ''" dx 


ren sich also auf die (2» — 1) ersten und ihre Determinante 


- , reducie- 


Alkyıy a: 2 y7.@° 7,0 0,.03.:27 0 
Nun kann man verschieden verfahren. 
a) Man löst 1= 0 und die 2n Gleichungen (16) nach 
Gen Yay 22. ee or | 
und setzt dies in die übrig gebliebenen (2» — 1) von den (18); dies 
sind dann (2n — 1) Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen 
den (2» — 1) Funktionen a,a, ... a3„—ı und x, geben also durch voll- 
ständige Integration a, ... @„—ı und damit auch die vorher bestimm- 
ten @, Gen, Aan+ı, Y und 2 als Funktionen von x und (2n — 1) Kon- 
stanten. 
ß) Löst man 4=0 und (16°) nach 
BY2Y 2. . ur 


ER Fre 


dx 
Gay, 


und setzt dies in die (2» — 1) übrigen (18), welche man, mit 
euleiert, so schreiben kann (a und ag„+ı sind schon durch (10) 
entfernt worden): 


... da 
{19) "08" an + 


: da, 


da,, "P 2 a nr SF un a 
RER) 


-(wo die « Funktionen sind von zyzy'2’ ... yP—!12r—1a,a, ... Agn) SO 
hat man (2» — 1) Differentialgleichungen erster Ordnung für die un- 
bekannten Funktionen a,a, ... de„—ı Von Ag„. Die bei der Auflösung 
erhaltenen Werte von @yz sind dann nach der vollständigen Integration 
jener Differentialgleichungen gegeben als Funktionen des Parameters 
Aa, mit (2» — 1) Konstanten. — Man kommt zu demselben Resultat, 
indem man von vornherein a, ... ds„_ı auffafst als Funktionen nicht 
von x, sondern von Aa, und dieses erst als Funktion von «. 


S 3. Beispiel. 

Wir wählen als Beispiel zu dieser Klasse von Differentialgleichun- 
gen die Aufgabe, durch welche Serret überhaupt auf solche Differen- 
tialgleichungen geführt wurde, welche er aber in der im Eingang 
eitierten Arbeit mit Hilfe geometrischer Eigenschaften löste, ohne 
Benutzung seiner Methode; wir wollen uns nun streng an diese halten. 
Es sei | 

F(abc) =0, D(abc) = 
gegeben, die Kurve der Krümmungsmittelpunkte einer Kurve zyz; 
die letztere wird gesucht. Die zu integrierenden Differentialgleichungen 
lauten dann: 


(A) FAXXX)=0, D(XX,X,)—= 0, 
wobei XX,X, als Koordinaten des Krümmungsmittelpunkts bekannt- 
lich die Werte haben: 


a Br ; ya +2'y” 
= X us x TIE (1 I Y + 2 ?) (y’2"—2’y" + y”?+ 2”? 


EN 2) 2) y"—e'(y’z” 24") 
() D-X=y+(l+ty Me rn en 
= 2 2 Be mann 


Dies sind drei me, der beiden ie age dritter 
Ordnung: | 
m _3% (y' y' "+ 2 =‘) gt AN 32” (y’y" +72”) 


1+y®+et ? N  } 
2* 


S 


da man findet, dafs = 
iX ar in 
a eu 


[ai m 


durch diese Werte von y”’ 2” erfüllt werden. Dies wirklich auszu- 
führen ist aber zur Lösung unserer Aufgabe überflüssig; denn man 
hat obige Werte a, b, ce in der Analysis erhalten als Auflösungen. 
der drei Gleichungen zweier benachbarter Normalebenen und der 
Schmiegungsebene, also von | 


(1) a— cc +yb—y)+zi(—2)=0 
(2) Ybzyhzkc-ar ig 
a— & b—y Ber 
(3) 1 y’ De 
| 0 y” ar 


oder (a — 2) (y2” — ey) —- 2" bb yY)+yl—2)=d. 
Bezeichnet man aber die Gleichung (1) durch Z7T=0. so ist die 
Gleichung (2) gerade I’=0, und bezeichnet man durch II, die 
Gleichung 
(4) T=e la —’+H6-YN"+ (le 9] 
+Ad+y®+zN)la- ne —0, 
welche entsteht, indem man y” aus den Gleichungen (2) und (3) elimi- 
niert und zugleich die (1) benutzt, so sind diese 
IT=V\, I, =0 
gerade zwei derartige Gleichungen, wie sie in $ 1 diskutiert wurden, 
und zwar fürrm=n=2. Da aber 
(I) | X—=au, Ab, IL, =t 
wie von den Gleichungen (1) (2) (3), so auch von den daraus gebildeten 
VAa=-0, Jr), )mM-—0 

die Auflösungen sind, so ist nach dem dort erbrachten Beweise un- 
mittelbar evident, dafs die (I) Integrale sind von irgend zwei Diffe- 
rentialgleichungen dritter Ordnung, die man gar nicht braucht. Man 
erhält jedoch ihre vollständigen Integralsleichungen, indem man das 
System I7=0, IL = integriert, in der Form 

ad HOT FL NE 

ma — 2) +nb—Y)te—2=0. 
Man hat damit auch die vorgelegten Differentialgleichungen (A) in- 
tegriert, indem man hinzufügt: 


F(abe) =, D(abe) = 0, 


PR 


wodurch sich die sechs willkürlichen Konstanten abemno auf die 
nötigen vier reducieren. 

Man sieht, diese vollständigen Lösungen sind evident; es sind alle 
Kreise, deren Centren (abe) auf der gegebenen Kurve liegen,. darge- 
stellt als Schnitte einer Kugel mit beliebigem Radius o und einer 
Ebene mit beliebiger Neigung (m, n), die nur durch das Kugelcentrum 
geht. Die gesuchten Lösungen können also nur die singulären sein. 
Zu deren Auffindung ist unsre erste Methode nur dann brauchbar, 
wenn die Funktionen F, ® wirklich gegeben sind; dagegen gestatten 
die beiden andern Methoden eine allgemeinere Durchführung. Nach 
der zweiten Methode, ausgehend von den Gleichungen 7 =0, II, =. 
haben die singulären Lösungen zu erfüllen die fünf Gleichungen: 


(5) F(abe) =, (6) D(abe) =0, 

(1) H=an2ryYb-y)t2(le—2)=0, 

(4) u 
+4+Yy?+ 9) la). — (29) =0, 

(7) u Se ee 


Sind die Gleichungen (5) und (6) nicht lösbar nach b und c, so dif- 
ferenziert man beide vollständig nach x: 


‚da ‚db , de 


‚da ’ db ‚de 

D, 7 De EDV 
und erhält durch Verbindung mit Gleichung (7) die Determinante 
1 y' Bi 
(8) pP Rs Fi —=0, 

| ®, &, &, 
hat also abe aus den Gleichungen (5) (6) (1) (4) (8) zu eliminieren 
und gelangt zu zwei Gleichungen mit zyzy’2’z” allein, deren Auf- 
lösung nach y’2” das zu integrierende System dritter Ordnung ergibt. 
Während wir dasselbe jetzt nur andeuten können, vermögen wir es 
explicite darzustellen, sobald wir annehmen, dafs die gegebenen Dif- 
ferentialgleichungen nach X, und X, lösbar seien, also die gegebenen 
Kurvengleichungen die Form 

b— p(a), c= tb(a) 

besitzen. Dann setzt man diese Werte in die drei übrigen Gleichungen 
ein und erhält das System 


Be 
a a+y@-N)+.W-)—0 
IV +7 —0 


a -+@-W+@- 2] 
a 
Anstatt nun, wie vorhin, a zu eliminieren, was bei allgemeinen 
Bezeichnungen @, % nicht ausführbar ist, löst man das System nach 
y,2,2” und erhält etway=®,2=6®, 2" =®,, wo 0,0,0, ge- 
wisse Funktionen von «yza sind. Wählt man nun a als unabhängige 
Variable, so ist 


‚ __dy _dy da OR da 
YET ga a en. N Ar 
„ Z 1®, d 1 ® 
ud 2= es LER ®,, oder a e 


TR dx da 0, 0: 


; So Ä do, d dz 
Diese Gleichung, in welcher wegen —_ noch er und 7, vorkommen, 


En verbunden mit den obigen Gleichungen: = ©, . E— 
®,-;—- , durch Auflösung schliefslich die Werte: 
da dz 
Be „(lv -)L 7 =(ß-ep)L 
worin abkürzend gesetzt wurde 
1 ‚ d ‚ 
aaa, gb yon hi ht 


Fe HR +r?) ey NP" +B—ep)w] 
(e+Bp+rYY) le +Bp Hr? — (A+P?+Y) la +R+Y3] 
Die Integration liefert also die singulären Lösungen xyz als Funktio- 
nen des Paramieters «a mit drei willkürlichen Konstanten. 
Wir lösen nun die Aufgabe durch die dritte Methode, welche aus- 
geht von den vorhin aufgestellten vollständigen Integralgleichungen 
@— eo! Wed Re Ze 
m —a)+ny—b)4+2—c=0 
—=pla), e=—=xla), 
indem wir die Differentialgleichungen wieder in der gelösten Form 
X=gpR), X,=v(X) 
annehmen. Die Modifikation (ß) unsrer Methode läfst die gesuchten 
singulären Lösungen zehn Gleichungen genügen, obigen vier und den 
folgenden sechs: 
(Ableitungen nach x:) 
a— + yYb—Yrtel—2)=0 
mtnyte=0, 


LET aRE 


(Ableitungen bezüglich aemn:) 


Ib d d 
a- at Wr ER —0 
‚db PR AH 
a 
db de dm dn 
MEN en a er Hl y) Tr 0 
dm 


‚dn 
EEE REN ey ee 


Wir haben hier schon @« zur unabhängigen Variabeln genommen; 
wir führen nun überall 
db , de ‚ 
bapa),. ce = ba, 23 ePfi, Zt 
ein und benutzen die alten Abkürzungen 
a—ı=u, b—-y=ß, c—2=}. 


Dann hat man die aclit Gleichungen: 
9 ‚ , I 

d) ++ —=e 5)  «a+ßp+rV—e;, —0 

2)  com+4Bn ty=V0 (6) l+yp+z:.vV=0 

‘ ’ ’ ’ ’ di l | 

BD a+Bytri-0 | Mmutngtyten th 

(4) m-+tny'+2e'=0 | (8) a 


da 
Man hat xyzy’2” aus diesen Gleichungen zu eliminieren, um drei- 
Differentialgleichungen erster Ordnung für mno als Funktionen von a 
zu erhalten. Benutzt man die Abkürzungen 


+y 0. 


da 


a=nv’ —- po; q=1—- mv; r=mp —n; 
"+-n"-+1=M; mtnp+tv=N; 1+o?’+v?=4A, 
so gibt die Elimination von y’z’ aus (3) (4) (6) die Gleichung: 
(9) pa t+gaB + ry—0. 
Darauf gibt die Auflösung von (1) (2) (9) nach xyz oder nach «py, 


in welchen Verbindungen diese Grölsen allein auftreten: - 


EEE enr—q 
nk a gie VMMA-N 

u ee e(p — mr) 

e(mg — np) 


N ei, 


Be 


Setzt man die positiv genommenen Werte*) in (5) (7) (8), so erhält 
man schliefslich 


de Ww: dm’ aN. En »N 
Aa u... .0:W, 2 BES eW ’ 
; MA— N? 2 
worin WW ve ist. 


Diese Formeln bestimmen mne als Funktionen von a und drei Kon- 
stanten; dann geben (10) die gesuchten Kurvenkoordinaten xyz als 
Funktionen derselben Grölsen. 

Während unsre Methode uns somit auf die gesuchten Gröfsen zy2 
erst durch die Vermittlung der mno führte, ist hier noch eine andre 
Modifikation möglich, welche direkt auf xyz führt. Geht man wieder 
von den auf S. 23 aufgestellten acht Gleichungen aus, nimmt überall 
a als unabhängige Variable und beachtet, dafs dann die Gleichungen 
(5) und (7) von den vier ersten Gleichungen abhängig werden, so ist 
es nicht schwer, aus den sechs bleibenden Gleichungen mne und zu- 


gleich an und = zu eliminieren. Es bleiben drei lineare Gleichungen 
de dy da 
da’ da’ da 
die Werte ergiebt, die wir 8. 22 mit Hilfe der zweiten Methode ge- 
funden hatten. 

Es scheint zweifelhaft, ob das so erhaltene System von drei 
Differentialgleichungen erster Ordnung in praxi vortheilhafter ist, als 
die von Serret aufgestellte, allerdings sehr unförmliche Differential- 
gleichung dritter Ordnung. 


für übrig, deren Auflösung nach diesen Grölsen genau 


Zweiter Teil. Serret’s erste Klasse. 


S 1. Vorbemerkungen. 

Die Differentialgleichungen der ersten von Serret betrachteten 
Klasse sind gebildet aus solchen (m + 1) gegebenen Funktionen XX, 
Am VOR LY2Y 2... yrg%, dals 
(1) eb: Led... Ann 
Integrale sind einer einzigen totalen Differentialgleichung (n + 1)'* Ord- 
nung zwischen drei Variabeln y, 2 und x: 


*) Es ist gleichgültig, welches Zeichen man benutzt, da die Werte für das 
positive Zeichen übergehen in die für das andere, wenn man den Radius negativ 
denkt, — e für e setzt. 


235° — 
BER ya yerter tt) =. 
Serret bemerkt, dafs die (1) solche Integrale dann sind, wenn die 
Verhältnisse ihrer vollständigen Differentialquotienten nach «: 
IX. IK, Im 


BE ann ‚öl 
frei sind von y*+! und 2*+!. Er zeigt sodann, dafs die Gleichung: 


(3) I2U22. .. WERT da) 
welche resultiert durch Elimination von y"y"=!,... y«=”+! aus den 
(1), auch frei ist von 2* 2”=!... a "”+1; denn betrachtet man 2 als 
beliebig gegebene Funktion von &, so ist (2) eine Differentialgleichung 
(n + 1)‘ Ordnung zwischen y und x allein und die (1) sind (m +1) 
unabhängige Integrale von ihr (woraus sich beiläufig ergibt, dafs 
höchstens m 1=n+ 1, m=n sein kann). Also ist /I=0 eine 
Integralgleichung (m + 1)!® Ordnung und die (1) äquivalent den 
(m + 1) Gleichungen: 
(4) H=0, Ball... Um =. 
Enthielte IZ einen höhern Differentialquotienten von z als 2°””, etwa 
zZ’ mt, so enthielte II” schon 2”+1, wodurch die den (4) äquivalen- 
ten Gleichungen (1) aufhören würden, Integrale zu sein. Soweit geht 
Serret. Wir wollen nun umgekehrt auf zwei verschiedene Arten 
zeigen, dafs allgemein jede beliebige Gleichung: 
IN Ey 2772. 20 YERETT a at, 

nur von der Art, dafs die damit durch vollständige Differentiation 
gebildeten (m + 1) Gleichungen: 

| T=-0, 1-0... m=0 


auflösbar sind nach den willkürlichen Konstanten a, a, ... a, in 
diesen Auflösungen 
(1) a=X, ay—X,, “uns Am = Am 


immer (m + 1) unabhängige Integrale einer totalen Differentialgleichung 
(n + 1)! Ordnung zwischen yzx liefert. Wissen wir dann, wie das 
meist in praxi der Fall ist, dafs gewisse Funktionen (1) auf diese 
Weise entstanden sind, so wissen wir zugleich, dafs es solche Inte- 
grale sind, während Serret dies in jedem Falle besonders erst zeigen 
mu/s dadurch, dafs er die Verhältnisse der vollständigen Differential- 
quotienten bildet und untersucht, ob dieselben frei sind von y”T! und 
z”+1, was meist eine äulserst umständliche Rechnung erfordert. 

Zum Beweise unsres Satzes nehmen wir nun an, II sei eine be- 
liebige Funktion von der angedeuteten Beschaffenheit. Sind dann mit 
diesem II die Gleichungen (4) gebildet und aus diesen durch Auf- 


Ba. 


lösung nach den aa, ... a, die Gleichungen (1) hervorgegangen, so 
müssen diese, wenn sie Integrale sein sollen, zunächst lösbar sein 
nach y--®yr == +1, „y® oder nach 2T® 01, 2= dasad ee 
weil es die Gleichungen (4) infolge ihrer Bildung durch Differentiation 
sind. Denkt man nun für 2 eine beliebige Funktion von & eingesetzt, 
derart, dafs II nicht frei wird yy’... y*=” und die Gleichungen (4) 
immer noch die Grössen aa, ... 4. wirklich bestimmen, so ist nach der 
Theorie der Differentialgleichungen II = 0 eine vollständige Integralglei- 
chung (m + 1)!® Ordnung einer Differentialgleichung (n + 1)!” Ordnung 
zwischen y und x allein und die (1’) sind (m +1) unabhängige In- 
tegrale derselben. Dies erfordert bekanntlich, dafs jede der Gleichungen: 


EX, IX, 
(5) EN re a re 
für jede Funktion 2(x), also umsomehr bei unbestimmtem z, für yrtı 
denselben Wert liefert; und das ist nur möglich, wenn sie sämtlich 
linear sind bezüglich y”+! und aufserdem m Identitäten bestehen von 
der Form ° 
(6) ER LE ne 

de erde RT Ze daR de 
wo die A frei sind von y”t! und ebenso von auf, denn man kann 
dieselbe Betrachtung durchführen, indem man für y eine beliebige 
Funktion von x setzt und 2 als unabhängige Variable beibehält. Man 
kann die Gleichungen (6) auch so schreiben: 

: IN 0% IX, 
“> dee 
d. h. diese Verhältnisse sind frei von y*+1, z°T1, also die (1°) Integrale 
einer Differentialgleichung (n + 1)!“ Ordnung von der Form (2). — 
Eine zweite Art des Beweises ist folgende. Wenn die Gleichungen 
(1’) die Auflösungen der Gleichungen (4) sind, so erfüllen sie die- 
selben identisch. Diese Substitution der Gleichungen (1’), angedeutet 
durch die Klammer (), ergibt also die Identitäten: 

GTZ Tleyeye -..E RRERN 
(1): (4) =—=0: 2... (11320. 
Differenziert man die m ersten vollständig nach x und beachtet sodann 
diese (m + 1) Gleichungen selbst, so ergeben sich die m Identitäten: 
1 00) BR, 


(2) : 0X, de 
Ö 


—1YA hen 


0 Te 


wo der Index 0 das X anzeigen soll. Diese linearen homogenen Re- 


| ax, ER 
lationen verlieren ihre Homogenität bezüglich der a durch Division 


mit = und ergeben somit, da man im allgemeinen voraussetzen darf, 
dals die betreffende Determinante nicht Null ist, die m Werte 

X ,dX am ,dX , dEn.ax 

de da’ dx... dx? de. de 
als blofse Funktionen der partiellen Ableitungen der (I7‘), also frei 
von y”+t! und «+1, 

Ebenso läfst sich rückwärts zeigen, dafs (m + 1) Funktionen (1), 
zwischen denen m Identitäten (6) bestehen, oder, was dasselbe ist, für 
welche die Verhältnisse (6’) frei sind von y"+1z”+!, immer die Auf- 
lösungen gewisser Gleichungen (4) sind (also aus einer Gleichung von 
der Form (3) entstanden zu denken), sobald man noch annimmt, dafs 
die gegebenen XX, ... X, unabhängig sind bezüglich y"="...y” oder 
2m ,..2*. Bleibt die letztre Eigenschaft bestehen und bleiben die 
A)... A. bestimmt und endlich, wenn man für 2 eine beliebige Funk- 
tion von & setzt, so liefert infolge der (6) immer noch jede der Glei- 
chungen (5) denselben Wert für y*+! und die Gleichungen (1), wo 
44, --. dm Willkürliche Konstanten bedeuten, sind daher unabhängige 
Integrale einer Differentialgleichung (n + 1)!® Ordnung zwischen y und 
x allein. Bezeichnet man dann mit I7=0 das Resultat der Elimi- 
nation von y"=-”+1,.,. y* aus den (1), so müssen umgekehrt wieder 
(4) die (1) zu Auflösungen besitzen. Da dies gilt für jede beliebige 
Funktion z(z), so gilt es umsomehr bei unbestimmtem 2; denn wenn 
es nicht überhaupt bei diesem gälte, hätte es auch für kein besondres 
2 gelten können. Käme nun in 7 =0 ein höherer Differentialquotient 
von 2 vor als 2°”, so würde 2”+! in I“ vorkommen, somit könnten 
die (1) nicht die Auflösungen sein. Damit hat man den Satz bewiesen: 

Wenn (m-+ 1) Funktionen XX, ... X„ unabhängig sind bezüglich 
yem...y" oder "7"... 2" und die Verhältnisse ihrer vollständigen 
Differentialquotienten frei sind von y"+! und 2”+!, so sind es Integrale 
einer Differentialgleichung (n + 1)‘ Ordnung von der Form (2) und kön- 
nen immer entstanden gedacht werden aus einer Gleichung 


INZN BI 2 2. DU ir al 
und deren n ersten Ableitungen nach x durch deren Auflösung nach den 
Konstanten aa, ... Am. 
Im Grenzfalle m = n geht diese Gleichung in eine endliche über; 
man findet also aus einer Gleichung 
Kayz a9... an: 2) = 0 
und deren » ersten Ableitungen durch Auflösung nach aa, ... a, die 
sämtlichen (n + 1) Integrale einer Differentialgleichung (n + 1)!® Ord- 


ae 


nung (2). Diese letztere ist alsdann unbeschränkt integrabel, d.h. sie 
besitzt in f=0 eine endliche vollständige Integralgleichung. Diese 
Voraussetzung wollen wir ferner immer gemacht denken, die in Frage 
kommende totale Differentialgleichung (n» 4 1)! Ordnung sei immer 
eine unbeschränkt integrable, die benutzten Integrale seien also immer 
(m +1) von den (n-+ 1) Auflösungen einer endlichen Gleichung f= 0 
und ihrer » Ableitungen; daneben sind sie immer noch die Auflösun- 
gen einer nicht endlichen Gleichung JI = 0 und deren m Ableitungen. 


S 2. Die allgemeine Lösung. 


Es handelt sich nun um die aus solchen Integralen (1) gebildeten 
beiden Differentialgleichungen: 
(A) IRRE DAX, A 
wo F und ® unabhängige Funktionen sein sollen bezüglich der XX, 
. X. Zunächst ist klar, dafs irgend zwei Integrale X, = a; und 
X, = a, stets abhängig sind bezüglich y* und 2”. Denn bezeichnet 
man kurz 


0X, 
AN rl n gt = a ae a Ogn—1? 


so ıst nach $ 1 das Verhältnis 


oX, oX. 
dX, x .. yrt1 L = a1 [2 
dx E oy" 02" — P pn E £ N An 
gr 
% N on 
dx nz oy" 02” 


wo P frei ist von y”t!zr+1; geordnet: 

0x, 0X, 0X 0X, 

dy® dy" De Dz* 
Darin kommen y”+1 und 2”T! je einmal explieite vor und sonst nicht 
weiter, also kann diese Identität nur bestehen, wenn einzeln 


DR; Deere oXx, 
AX;—- P-AX,= P— = — P —=0( 
0y" oy" 02” 02" 


oder wie aus den beiden letzten folgt, wenn 

oX, OX, 0X, i 

. — — —=(, g. e.:d. 

oy" 02" Dr 088 
Dann folgt sofort, dafs auch die Differentialgleichungen (A) abhängig 
sind bezüglich y” und 2”; denn nach einem bekannten Satze sind F 
und ® abhängig oder unabhängig bezüglich der Argumente in den 
XX, ... An, je nachdem diese letztern es sind. Man kann somit die 


PER RT RE 


(A) nicht auflösen nach y" und 2”, und wir wollen weiter zeigen, 
dafs es überhaupt keine gewöhnlichen Differentialgleichungen sind, die 
etwa äquivalent wären einem System von 2» Differentialgleichungen 
erster Ordnung, sondern eine Art totaler integraler Differentialglei- 
chungen zwischen drei Variabeln. 

Man kann jedes Lösungspaar y, 2 der Differentialgleichungen (A) 
auch so definieren: es muls erfüllen 


(1) 2 Fe Re, A 
und alsdann 
(8) Fa, : 2. An) =0, D(adı:-.. m)—0, 


denn man erhält rückwärts durch Einsetzen der (1) in die (8) wieder 
die (A). Die Gleichungen (1) sind aber äquivalent den 


(4) Fe El nt); 

und wenn %, 2 die erste erfüllen, 

(3) T=0, 

so erfüllen sie bei konstanten aa, ... d„ die andern von selbst; also 


brauchen die Lösungen lediglich (3) zu erfüllen, und alsdann sind nur 
noch die Konstanten gemäls den Gleichungen (8) zu bestimmen. Im 
Grenzfalle m = n ist IT=0 eine endliche Gleichung 


Faysaaı.: u) =0; 


ein jedes Lösungspaar y, 2 hat dann lediglich diese Gleichung zu er- 
füllen, worin die a nur den Gleichungen (8) unterworfen sind. Dann 
ist ersichtlich, dafs man eine der Variabeln, etwa z, willkürlich als 
Funktion von & wählen kann; zusammen mit dem hierauf aus f= 0 
bestimmten %y ist das dann immer ein Lösungspaar; mit andern Worten, 
f= 9 ist die allgemeine Lösung der (A), in Verbindung mit den Glei- 
chungen (8), welche nur die (a + 1) Konstanten auf (n — 1) reducie- 
ren. Aber auch im allgemeineren Falle, m <n, kommt man offenbar 
zum gleichen Resultat; nach unsern Annahmen ist ja & —=0, also 
auch /7=0 unbeschränkt integrabel; man gelangt somit durch voll- 
ständige Iutegration zu einer endlichen Integralgleichung mit n — m 
neuen, zusammen also mit (na — m) + (m + 1) = (n + 1) Konstanten, 
die sich durch die Gleichungen (8) auf (» — 1) reducieren; aus dieser 
Gleichung entsteht dann eine Lösung der (A) für jedes willkürlich an- 
genommene 2. Man könnte, um eine Lösung zu erhalten, auch gleich 
in I=0 für z eine willkürliche Funktion von & setzen und die Inte- 
gration der dadurch entstandenen Differentialgleichung (n — m)! Ord- 
nung zwischen y und x allein vollenden, wie dies Serret wünscht. — 
Wir gelangen also zu dem Resultat, dals diese merkwürdige Klasse 


a 


von Differentialgleichungen eine allgemeine Lösung in Form einer ein- 
zigen Relation zwischen den drei Variabeln und (» — 1) Konstanten 
besitzt, dafs bei dieser Lösung also immer eine Variable völlig will- 
kürlich bleibt. Hat das Problem eine vernünftige geometrische Be- 
deutung, so stellt diese allgemeine Lösung nicht, wie erwartet, eine 
Kurve dar, sondern eine Fläche oder vielmehr eine (n — 1) fach un- 
endliche Flächenschaar, und jede Kurve auf einer dieser Flächen löst 
das Problem. Wir werden aber sehen, dafs daneben noch singuläre 
Lösungen existieren können, welche wirklich beide Variabeln bestim- 
men, dafs also aufserhalb jener Flächenschaaren noch Kurvenschaaren 
vorhanden sein können, die unser Problem gleichfalls lösen, und zwar 
ist dies in der Regel die wirkliche Lösung, während die allgemeine 
geometrisch meist evident ist. Sobald wir aber auf irgend einem Wege 
Lösungen, d. h. Kurvenschaaren finden, für welche sämtliche aa,...@, 
konstant ausfallen, so zeigt.dies, dafs jene Kurvenschaaren auf den 
besprochnen Flächen liegen, d. h. dafs die vermeintlichen Lösungen 
nur partikuläre sind, die entstanden gedacht werden können aus der 
allgemeinen Lösung durch eine gewisse Wahl des 2 als Funktion von 
x und einer beliebigen Anzahl von Konstanten. Da diese Anzahl 
keiner Beschränkung unterworfen ist, so kann eine solche partikuläre 
Lösung unendlich viele Konstanten enthalten. Wir wollen übrigens 
hervorheben, dafs wir die Differentialgleichungen (A) als unser ‚, Problem“ 
bezeichnen, welches jene allgemeine Lösung, daraus abgeleitete parti- 
kuläre und etwaige singuläre Lösungen besitzt; für die letztern werden 
wir gewisse „Oysteme‘“ von Differentialgleichungen aufstellen; dann sind 
die vollständigen wie die singulären Lösungen eines solchen „Systems“ 
die gesuchten singulären (eventuell auch blos partikulären) Lösungen 
unsers „Problems“ (A). — Beiläufig sei noch bemerkt, dafs alle 
Schlüsse darauf basieren, dafs die (A) blofse Funktionen der Inte- 
grale sind und nicht etwa die Variabeln noch nebenbei enthalten. 
Da Serret dies nicht besonders hervorhebt, sondern nur die Ab- 
hängigkeit bezüglich y” und 2” betont, könnte man denken, dafs diese 
letztre Eigenschaft allein genüge, den Differentialgleichungen (A) diesen 
eigentümlichen Charakter zu verleihen. Dies ist offenbar nicht der 
Fall; denn Differentialgleichungen von der Form 
PFXX In) ulaye 2... Pr en) 
DKR, 1:2.) ray. ya) 

sind immer noch abhängig bezüglich y* und 2”, sind aber doch 'ge- 
wöhnliche Differentialgleichungen, nur von niederer Ordnung; denn es 
hat, nach dem vorhin benutzten zerlegenden Verfahren, jedes Lösungs- 
paar y, 2 zu erfüllen die Gleichungen: 


et 
XKi:4, Ne Ei, 


oder die ihnen äquivalenten Gleichungen (4), und daneben 


(8°) FIONEN On EUEED(A N Un) al 
Benutzt man nur die m ersten Gleichungen (4) 
De a ee 
um etwa 27” ...2”7=1 zu berechnen als Funktionen von zyy'... 


yigg’... 2°0m—1 und setzt dies in die (8°), so hat man zwei un- 
abhängige Differentialgleichungen, welche die Differentialquotienten von 
y bis zur (n — 1)”, von 2 bis zur (n — m — 1)!” Ordnung enthalten, 
also einem System von (2n — m — 2) Differentialgleichungen 1. Ord- 
nung äquivalent sind und beide Variabeln y und z wirklich bestimmen. 


S 3. Die singulären Lösungen. Zweite Methode Weg B. 


Wir wenden uns nun zu den singulären Lösungen. Wir hatten 
die (A) ersetzt durch die ihnen äquivälenten Gleichungen: 


7 


(4) ES Que Se MET 

(8) rar an U, rar. and. 

Wir wollen nun diese Gleichungen nach der Serret’schen Methode 
- erfüllen, indem wir die aa, ... d„ nicht als konstant, sondern als 


Funktionen von x ansehen. Dann hat man nur zu bewirken, dafs die 
durch vollständige Differentiation nach x aus II = 0 entstehenden 
Gleichungen 


T=0, DN=0, DnN=0... mI=0 


immer noch mit den ursprünglichen Gleichungen (4) zusamienfallen, 
weil sie nur dann den Integralen (1) und damit den (4) selbst äqui- 
valent bleiben. Wir sind des Folgenden wegen genötigt, die vollstän- 
dige Differentiation nach x bezüglich sämtlicher Argumente durch D, 
die der Variabeln &yz und deren Abgeleiteten nach & durch d (oder 
auch, wie bisher, durch obere Indices), und die der Variabeln aa,...qa 
nach & ausschliefslich durch ö zu bezeichnen, so dals z. B. für eine 
Funktion 
Ulayay 2. y*2*aa, . m) 


al al 
Del nachiss bedeutet, wo 
daU oU oU oeU j oU ! oU 
> r rc +1 #21 
a Be a FF; 


er au A + uU dam 
oz 0a de da, da SEE da, d& 


Serret zeigt nun, dafs zum Zusammenfallen jener beiden Reihen von 
Gleichungen die m Gleichungen 


AyEI ÖIT’ IT” Es 
(B) ee 


Be Fe 0, De 0, OR 0 
erfüllt sein müssen, und er zeigt weiter, dals diese ersetzbar sind durch 
Den en ee 


Also haben die singulären Lösungen und die weiteren unbekannten 
Funktionen aa, ... a, zu erfüllen die m Gleichungen (B) oder (C), die 
Gleichung (3) IT=0 und die Gleichung (8), also m + 3 Gleichungen 
für m + 3 Unbekannte, womit sich Serret begnügt. Gerade hier 
beginnt aber erst die Schwierigkeit der Untersuchung, welche darin 
besteht, aus diesen m + 3 Gleichungen, mit denen sich so ohne weiteres 
nicht operieren läfst, ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen 
herzustellen. Wir werden dies thun, die Ordnung des fraglichen Systems 


und damit die Anzahl der willkürlichen Konstanten der Lösungen be- 


stimmen und zeigen, dals das Problem im allgemeinen ein bestimmtes 
_ und lösbares ist. Zunächst wollen wir alle Gleichungen, denen die 
singulären Lösungen unsres Problems genügen, übersichtlich. darstellen. 


Von vornherein seien jedoch etwa @ und a, durch die Gleichungen (8) 


berechnet, daraus . E gebildet und diese vier Werte in alle übri- 


gen Gleichungen eingesetzt, so dafs man es nur noch mit den (m — 1) 
unbekannten Funktionen a,Q; ... @„ (neben y, 2) zu thun hat. Dies 
bewirkt im übrigen keine weiteren Änderungen, die (B) bleiben linear 


da; 
und homogen bezüglich der wir wollen daher, um die Rechnung 
x 


nicht durch diesbezügliche Bezeichnungen zu complicieren, diese Sub- 
stitutionen überall geschehen denken, ohne sie äusserlich anzudeuten. 
Dann haben die unbekannten Funktionen y24,4; ... Am von x zu 
erfüllen 
Hizyey2...9 28770,.0,-.. 
folglich auch die vollständig differenzierte 
R u 5 ÖII & 
DIE SUDa,,. 8 


also nach der ersten (B) die beiden unabhängigen Gleichungen: 
IH eyaya.. PT Ta e 


011 = 011 da, oII da, ae 
gel n a 


sodann die beiderseits wiederum differenzierten 


Bet Be 


D,II = II’+ ne Zee Hd 


Gl: u ö? II 
Dz 62 de dx ee 
i ; OH KO 
oder infolge der zweiten (B), da ,, = 7, 3: 
’ öIr o®1I 
er ls 


So erhält man durch fortgesetzte Differentiation folgendes Schema (wir 
lassen der bessern Übersicht halber die Nenner der Differentialquo- 


tienten weg): 


T=0 
ne mann nn 
IE == 0: IT =0; 

— mn 
EEE DE 
A u Ze 
m m — — — — — nn 
Bi ATI 0; BöNT=0; PH==0; 

| 


rn —— ——. a a m 
10; 617”=0; ddI1’—=0; 9 IT7’—=0; del =0;, PIT=0; dN=0; IT—0. 


53%. 


Da man die Zeichen d und Ö beliebig vertauschen kann, so sind, 
wie das Schema andeutet, je zwei benachbarte Posten identisch; läfst 


(m-+1) (m-+ 2) 
2 


man die überflüssigen weg, so gelangt man zu folgenden 


Gleichungen, denen yza,...q, allein noch genügen müssen: 


I =0 

ER oT =0 
BETEN FE IT = 0 
Bit): 


OLE II — 055 


IIr—2 — 0; lm 3-0): Der Pa ir: | M DOSE — (): 
a A a RE I nd EA a ER 
I" —=0; öIm=— 0; 02 Ir —0; M | Öm—2 I'—=0; Or—1IT —(0; MMT—0. 


Falst man in I/ von vornherein a,a;...qa, als abhängige Variabeln 
neben y und 2 auf und wählt man (m + 1) Gleichungen dieses Sche- 
mas derart, dals man jeder Horizontalreihe irgend eine Gleichung ent- 
nimmt, so ziehen solche (m + 1) Gleichungen mit Hilfe der Differen- 
tiation alle übrigen Gleichungen des Schemas ausnahmslos nach sich 
wie man im ersten Schema leicht überblickt, reichen also allein aus, 

Pfitzner. : 3 


2 a 


um die singulären Lösungen zu definieren. Solche Kombinationen von 
(m + 1) Gleichungen sind also die beiden von Serret allein aufgestellten 


IT=0 und (B) (zweite Vertikalreihe), oder 
IT=0(0 und (C) (in jeder Horizontalreihe die letzte). 


Beide verdienen besondre Beachtung, da die erste die Differential- 
quotienten von y und 2 bis zur (n — 1)'® und die Differentialguotienten 
der a nur bis zur ersten Ordnung; die zweite dagegen yz nur bis zur 
(n — m)'®, die Differentialquotienten der a bis zur m!® Ordnung ent- 
hält. Wir werden im folgenden die Anwendung der ersten Kombina- 
tion kurz als den Weg (B), die der zweiten als den Weg (C) be- 
zeichnen; wir haben nun zu untersuchen, welche Resultate sie liefern, 
und wenn der eine oder andre zur Auffindung der singulären Lösungen 
geeignet ist. Es sei im voraus bemerkt, dafs Weg (Ü) in vielen Fällen 
nicht anwendbar zu sein scheint, während Weg (B) in der Theorie 
stets durchführbar ist; wir behandeln ihn zuerst. 


Die m Gleichungen (B) sind linear und homogen bezüglich der 


da, da,, 
were also ersetzbar durch etwa 


die (m — 2) ersten und die beiden Determinanten 1, =0, 4, =0, 
welche auftreten bei Zusammenstellung jener (m — 2) ersten Glei- 
chungen einmal mit der vorletzten, und einmal mit der letzten der 


(B), also 


(m — 1) Differentialquotienten 


DD WE a en... 0 
0% 00; 04, da, 0a, 
een or on on 
u 20 04, 0q,, 
A, —E er ER a A, 3 ER a Er 
ar? a 17% 3 = OR Rn 
00, = 0a, 230.05 da, 
Oo" d ee oT: Ir 
da 0q,, 04, 0a, 


Verwendet man nun, wie dies nahe liegt, nur diese 

A edh I,=V0, 
und daneben noch die Gleichungen der ersten Vertikalreihe des Sche- 
mas, die frühern Gleichungen (4), mit Ausnahme der letzten Gleichung 
II" = 0, welche y”2” einführen würde: 
(da). 0 Deo gi 
so hat man (m + 2) Gleichungen mit wyzy’2’...P TI" Im... Gm 
allein; durch Elimination von 2*”!a,...@„ blieben zwei Gleichungen 


Ba 


mit yriar=2, ein System (2n — 3)"Ordnung; es ist dann leicht zu 
zeigen, dafs dessen Lösungen alle übrigen Gleichungen des Schemas 
erfüllen, also auch unser Problem lösen. Bei weiterer Verfolgung 
zeigt sich jedoch, dafs die vollständigen Lösungen dieses Systems 
(2n — 3) Ordnung immer sämtliche a konstant machen, also nur 
partikuläre Lösungen des Problems sind, dafs dagegen singuläre Lö- 
sungen des Systems mit höchstens (2» — 4) Konstanten in der Regel 
auch wirklich singuläre Lösungen des Problems sind und dann überdies 
mit den vollständigen Lösungen, die man auf dem Wege (C) erhält (wenn 
dieser anwendbar ist, wie bei m = 2) zusammenfallen. Dies deutet 
an, dafs man für die singulären Lösungen ein System (2n — 4)! Ord- 
nung erhalten mufs. Es ist jedoch eo ipso klar, dafs Gleichungen, die 
sich aus den schon benutzten irgendwie ableiten lassen und dabei von 
diesen algebraisch unabhängig sind, ohne dabei höhere Differential- 
quotienten zu enthalten, mit in Betracht zu ziehen sind. Eine solche 
Gleichung entsteht aber auf folgende Weise. Es erfüllen alle Lösungen 
des Problems neben 4, = 0 die vollständig differenzierte: 
dd 4, 
D,4, = Sa =. I Fame 0. 


3 dd { : A > s 
Bildet man durch successive Differentiation der Horizontalreihen, 


so verschwinden die (m — 2) ersten dergestalt entstehenden Determi- 
nanten, weil immer zwei benachbarte Reihen identisch werden; es 
bleibt die letzte, entstanden durch Differentiation der letzten Horizon- 


dd, 
dx 


talreihe. Das ist aber gerade 4,; somit ist 
A, — 0. wird 
04, da,, 


34,.2.=04,..00,) 1204:.da, 
GET 0m A: a, RAR TR u 


—= 4,, und wegen 


dx 
Diese Gleichung verbinden wir mit den vorhin schon benutzten (m — 2) 


N i da, E 
ersten (B); und diese (m — 1) in den „, homogenen Gleichungen 
ziehen nach sich eine neue Determinante 
am om „0m. | 
0a, 00, 0q,, 
I; ed a1mr—3 alT”m—3 Be 0) Ä 


O4, IE 


om 84... 04, 
0 as2: 0.0, 0a 


Somit haben die singulären Lösungen zu erfüllen 


3*+ 


Ra 


I-—®; Ie0:,,.4 NER 

Ad; A: As 
Davon enthalten die (m + 1) Gleichungen: 
III OD 08 Her Ar —=.03 Me, 
nur 0,0 2.0 Ey. ye SDR, 
da in //”-?2 die höchsten Differentialquotienten y*=? und 2°”? sind; 
dagegen enthalten 
eb 0 Te et 
noch y”=1 und 2°=1. Benutzt man nun die (10) allein, so gelangt 
man durch Elimination von 44, .... dm zu zwei Gleichungen mit 
xzyay'z’... y"—?2°—? allein, welche nach y”—-? und 2°”? gelöst, ergeben 
mögen: 
AI PT = Maeyeye.. POL 2 FPZ ZZ 
also einem Systeme von (2» — 4) Differentialgleichungen erster Ord- 
nung äquivalent sind. Die vollständige Integration gibt also die sin- 
gulären Lösungen y, 2 unsres Problems mit (2» — 4) Konstanten; 
etwaige singüläre Lösungen dieses Systems mit höchstens (2n — 5) 
Konstanten sind dann gleichfalls singuläre Lösungen des Problems. — 
Es ist nun zu zeigen, dals Lösungen des Systems (12) erstlich die 
nicht benutzten (11) und dann die sämtlichen (B) erfüllen, von denen 
wir ja nur die Determinanten benutzt haben. Man kommt auf das- 
selbe System (12) durch Auflösung der Gleichungen (10) nach a,a,...a 
y"=2 und 2°”? Diese Auflösungen seien bezeichnet durch 
er ls — Ur ea 

ne PER 
Dies sind also Funktionen von zyzy’z‘... y° 2°. Die Substitution 
dieser Werte werde durch die Klammer [] bezeichnet. Dann gehen 
die (10) über in die Identitäten: 
(14) Be YI=0°,.. [Ur 
Al=0;° [1l=0. 

Die vollständige Differentiation der ersten gibt 


d[II olII ‚ oll % 
a na 


(13) 


also wegen [I7’] =0: 

a al da, ol da,, 
En 2 R dx med 0a, a ei 
was ja nur eine andre Schreibweise ist für 

Je 
dr Or de 04 das 


Mm 


BE ra 


Man kann hier die Ö-Zeichen beliebig vor oder unter jene Klammer 
setzen, da durch die letztre sämtliche a, gleichmäfsig durch die A; 
ersetzt werden; die gleiche Vertauschung bezüglich des d-Zeichens ist 
nur dann zulässig, wenn y”=? und 2°? nicht ins Spiel kommen. Die 
Differentiation der zweiten (14) gibt wegen [II”] = 0 


TEN 
Ka 0 
So geht dies weiter bis 


D, [nn] = [re] + 120° |=0, 


s Ey 1 Alle w- 
folglich Be Ef). 


Nun kommen aber y*=? und 2°”? in Betracht. Wir bilden 


m— 53 
D, [J1"3] = =: = Fire - er mie =. Fr 
und subtrahieren | 
[Mr] —=0 oder. Bad —=0 
Sr dx RER, 


Es ist 
d m ER ? ei #8 } Bj n 5 AB 2] nik si Br BE ne en 
d& : ] RZ Or Y ey Y °y n— 4 


aIT®r—3 5 am 3 mas a1I®—3 
He BEE] BES] 


dagegen 
dm"? En m | 2 aIPT g az A a 


also ist 
; 11° 817”°2 = 
D,[ 1173] —[ 11”? ](yr? — y)|? 2, ee Al = |- + BE It 
Es läfst sich leicht direkt einsehen, dals 

DI. AR RE 

A et O2"? gr m 
ist; man findet auch ganz allgemein mit Hilfe der Variationsrechnung 
für den partiellen Differentialquotienten eines p'“ totalen Differential- 
quotienten von II die Formel: 


ol 
Aue 1? E ap! re 
u 2 dar! RER EN ER 


(ganz analog für z* statt y*), woraus sich fürp=m—3, a=n —3 


En 


die obigen Formeln ergeben, da in IZ die Differentialquotienten nur 
bis yr- m, zr—m vorkommen. Wir lassen die keine Schwierigkeit 
bietende Ableitung der Formel weg, da hier wenig auf sie ankommt. 
Dann geht aber obige Identität über in 
on ee 
ee ae 

Da nun Lösungen des Systems (12) dieses selbst erfüllen, also die 
ersten beiden Terme vernichten, so zeigt diese Identität, däAfs sie auch 


611° ° 
ae 0 
erfüllen. Aufserdem hatten wir bis jetzt 
oll ÖII 3 817% BER Re x 
ee ==0; EB ee BR | =0; [4]=0;.T4])=0, 
d. h. es werden 
oll IT $ 14 


durch die Gleichungen (12) und (13) selbst erfüllt, also erst recht 
durch die Lösungen dieses Systems, weil diese ihrerseits die Gleichun- 
gen (12) erfüllen; somit erfüllen die Lösungen die Gleichungen 


ol oT’ a = 
aa 5 —=0; oe 32 =(; A=d; I, = 
; ots et 
Dann machen sie auch wen denn machten sie es gleich einer 


andern Gröfse u, erfüllten sie somit die (m — 1) Gleichungen: | 


era a a a, 
00° 2.020,90,22.0% N 0a, de 
OT 0 A e ot’ da, 
ee lan 
one a org 011" Ag, 
Deere are. 
Aue en. oe 
Der rt au, de = 0a den 


sv ergäbe die Auflösung dieser linearen Gleichungen nach irgend einem 
da, 
-, da 4, die Determinante ist: 
d& 
da, bs 
ed 


wo 4I;”=? die im allgemeinen von Null verschiedene Unterdeterminante 


Io 


Syrah. =. 


m—2 ° 
des Elements zo aus der letzten Horizontalreihe des 1, bedeutet; 
dann ist aber wegen [1,] = 0 auch [u] =0, d.h. Sy wird durch 


Substitution von Lösungen des Systems (12) identisch gleich Null ge- 


m—1 


macht. Auf genau dieselbe Weise ergibt sich das gleiche für a 


wenn dabei [4,] = 0 benutzt wird. Dafs aber dieses 1, —=0 erfüllt 
wird, ergibt sich daraus, dafs mit /, = 0 auch 


DA SIHL „* 0 

erfüllt wird, d.h. 4, =0, = 0; dals : er A —. 0 erfüllt 
SE Be 94, 
wird, ergibt sich wie bei —,_— —0 durch eine andre Annahme 7, =u 
und Beachtung von 1,=0. Schliefslich folgt 
Bar) 
durch Differentiation von [1I*—?] = 0 und Benutzung des Erfüllt- 
werdens von Se — (0), ebenso 
[2”])=0 au Mri=0 und ns =( 


Es ist somit der fehlende Nachweis geliefert, dafs sämtliche Gleichun- 
sen (B) und (4) erfüllt werden und damit alle übrigen Gleichungen 
des Schemas. 

Der bisher behandelte Weg (B) bleibt auch dann anwendbar, 
wenn die gegebenen Differentialgleichungen (A) nicht lösbar sind nach 
irgend zweien von den X,;, also auch 
(8) ar... an) Bam a.) 
nicht lösbar etwa nach aa,, welche Gröfsen wir dadurch aus allen 
Gleichungen entfernten. Ist diese Auflösung unausführbar, so verbindet 
man die Gleichungen (B), welche jetzt die Form haben: 


oI' da , OT’ da, , Öl’ da, OT 00m 
da Zen a: er EN ae 
i=0, 1...m—1], 

da da, da,, 


also linear und homogen sind bezüglich Te rettit. den 


vollständig differenzierten (8) 
oF oF = oF da,, 
hin Fre PETER TE Ir lien N 


od da od da, Mi.= Si, 
Pre tem. 


ee 
Man hat dann diese (m + 2) homogenen Gleichungen zu ersetzen durch 


m von ihnen (die letzten beiden und von den Da die (m — 2) ersten) 
und die beiden Determinanten: 


or or, o® Or or, or | 

da Da da, da 0a, da, 
00 00,08 oo 00,28 
Dan: da, oa 0a, da,, 
ou 2m ,, om on .,.., „om 

oa 0a, en 04, 0a 0q,, 
ÖTE 01 > ee an ar 

d, —— Er a. N ET ==); I, = ee aa — () 

d 172 ö Reis AU E 2 17®3 
eh da da, 
"2 2 Pu Kae DE klauee. 
a a 


Die ersten beiden Horizontalreihen sind nur Funktionen der a und 
es ist analog wie früher bei 4.: 


dd de 0% 0% 
De a 


und wegen 9, = (0: 


ad Me en 0, an 
Zr maie, 


Verbindet man diese Gleichung mit jenen m schon bei 9, und ©, 
benutzten Gleichungen, so erhält man die neue Determinante 


oF = oF 
da Du 
OD. 5 08 
da 04, 
ol on 
y— Zr - RN 


0a 04, 
09 ee. 0.0. 09, 
0a da 


Somit treten in den Gleichungen (10) und (11) diese 9, 9,9, an Stelle 
der I,,45,4;; fügt man noch die (8) binzu, so hat man in 


do... 26. mo. een 


1 

(8) a3.) Plaai uam 0 
(m + 3) Gleichungen mit den Gröfsen 

ZYEYEL:. PA TIAAGg . On 
wo jetzt die aa, auch noch in den I/II‘ ete. vorkommen. Die Elimi- 
nation von @d,...d„ ergibt also wie früher 2 Gleichungen mit 
zyayEd...y722r7, ein System (2»—4)'" Ordnung. Dieses geht 
übrigens genau in das frühere über, sobald man jetzt die 8) als lös- 
bar annimmt nach aa,, so dafs man ihnen die Form geben kann: 


F=4—-9(9...0,) = 0 

9=a — Yl(a,...An) = 0; 
denn nach Ausführung dieser Substitutionen sind die JIII’... frei von 
a und a,, so dals sich 9,9,%, gerade in I, 1,4, verwandeln. 


$ 4. Zweite Methode, Weg (C); Kombinationen («) und (P). 


Der immer anwendbare Weg (B) benutzte die beiden ersten Vertikal- 
reihen des Schemas (8. 33), um sämtliche a,. .|. a, zu entfernen, und 
lieferte für die singulären Lösungen y, 2 immer ein System (2n —4)'*" 
Ordnung zwischen xyz allein, führte also direkt zum Ziele und dürfte 
darum in der Regel den Vorzug verdienen. Wir untersuchen nun die 
Brauchbarkeit des Weges (Ü) oder der Gleichungen: 

oll 0?II “II 
(C) erh EN 


dx? dx” 5. 


Im Falle m = 2 fällt der Weg (©) mit (B) völlig zusammen, wie wir 
in S 6 genauer ausführen werden; ım Fall m =3 ist, wenn dabei 
n= 35, der Weg (GC) möglich, führt aber nicht zum Ziel, wie in $ 7 
gezeigt werden soll; und sowie m >53 ist, sieht man ohue weiteres, 


dafs mit den Serret’schen Gleichungen (C) allein nichts anzufangen 


. . . fit . . “ . .. “ 
ist, weil man in — = eine einzige Gleichung hat für die (m — 1) 


Unbekannten 

da, "eu, d”a,, 

dr RE 
Nun haben wir aber erörtert, dafs wie die (Ü), so auch jede andre 
Kombination von je (m + 1) Gleichungen des Schemas (aus jeder 
Horizontalreihe eine Gleichung) hinreichend ist, um die singulären 
Lösungen zu definieren; und offenbar darf man zu solchen (m + 1) 
Gleichungen noch beliebig viele Gleichungen des Schemas hinzufügen, 
wenn man nur beachtet, dafs sie wohl algebraisch unabhängig sind, 
aber durch Differentiation sämtlich mit einander zusammenhängen. Wir 
wollen nun zeigen, dafs neben den (B) (zweite Vertikalreihe) auch 


Br 


andre Kombinationen anwendbar sind; sie führen immer, wie (B), zu 
einem System (2n» — 4)!® Ordnung, sind jedoch meist umständlicher, 
können also nur in ganz besondren Fällen von Nutzen sein. Wir 
können dabei zwei verschiedene Prinzipien verfolgen, indem wir erst- z 
lich darauf ausgehen, xyz und deren sämtliche Ableitungen zu elimi- 
nieren und ein System zwischen a,...qa, allein zu erhalten, wobei a, 
unabhängige Variable sei. Diesen Weg wollen wir («) nennen und 
zeigen, dafs er nur in einer Reihe von Fällen anwendbar zu sein 
scheint. Sodann kann man (ß) versuchen, ein gemischtes System zu 
erhalten, sowohl zwischen einigen der a, wie einem Teil der Ableitun- 
gen y und z; dies ist immer möglich. 
«) Wir wollen zu Grunde legen die (m'+ 1) Gleichungen 


— U. 010 S 
und die 3% Vertikalreihe unsers Schemas pag. 38: 
a ER ra ER ne 
d’a, d’a, = d’a,, 
da,” das” " da,? 
sagt, a, zur unabhängigen Variabeln machen. Wir fügen immer dazu 
die übrigen Gleichungen der ersten beiden Reihen 
ED I EB 
81 —. 05.0170... 0a 
(also mit Ausnahme der beiden letzten Gleichungen der ersten und 
der letzten Gleichung der zweiten Reihe: 


mo md, 3mi=o 


welche die Grölsen enthalten, wenn wir, wie ge- 


und je nach Bedarf einzelne Gleichungen der 4" Reihe. Im folgenden 
werden wir nun immer die Auflösbarkeit von (m — 2) Gleichungen 
der 3'% Reihe nach 


a, da, ae Am 
da?! da: - da’ 
voraussetzen. Die (m — 1) Gleichungen der 3" Reihe haben die Form: 


> SIT. d?a, OT da I EL 
2 fi SEE 2 3 L. 4 n | 
0 0a, dx? SR 0a, dx? da, dx? Be 0 


i=0,1,2...(m-—2) 


worin 
| ee o°17' da, 0? II da,, ? 2? IT da, da, 
5: (4 ) an +) ae et, 


2 d’a 

A, m d . 
... a. die 
dx? 2A%22 


Diese Gleichungen sind nicht auflösbar nach 


beteffende Determin nute 


=4J, =0 mar. 


d1m=2 917m 
0a, da, 


Dividiert man jedoch etwa die letzten (m — 2) Gleichungen durch 
(72) und macht a, zur unabhängigen Variabeln, se dafs man die 
(m — 2) Gleichungen hat: 


oT‘ da, It‘ d’a,, 
0a, das’ da, da,: 


Fuel; ı=L1,2...m—2 


ER REF a Segellı.. de, 
E v4 (ee da, 


so sind diese auflösbar nach 


D 2 
d? 4, d? a d In 
da,” da,” da,” 


sobald 
or 
00; da, da, 
N. 1 ee ea = (WISE, 
| IR 9 17"72 5.192 
| Da, 2a, Sc FE 


9 ist aber die. Unterdeterminante des ersten Elements in /,, welche 
ım allgemeinen in der That von Null verschieden. ist. 

Dies vorausgeschickt, wollen wir die folgenden Kombinationen je 
nach den Werten des m anordnen. Von allen scheint wirklich von 
Nutzen nur die erste zu sein, nämlich die im Falle 


(I) =n 


brauchbare. Dann geht IT in die allgemeine Lösung f über und es 
enthalten die beiden ersten Vertikalreihen des Schemas 2n — 2 Glei- 
chungen (denn drei wollten wir weglassen); dazu nimmt man noch 
eine Gleichung der 3% Reihe, etwa die erste; dann bestimmen diese 
(2» — 1) Gleichungen die (2n — 1) Gröfsen zyzy 2... y"?2"”2. Setzt 
man diese Werte in die übrigen (n — 2) Gleichungen der 3‘ Reihe, 


[2 [3 . 2 d? N . 
so bestimmen diese die (n — 2) Gröfsen e% als Funktionen 


da," ga 
da, da, 


von TE A,@, * +" Gn, sind also einem System 2(n — 2) = (2n — 4)‘ 


Ordnung zwischen den a allein äquivalent. Somit bestimmen sich 


Se. 


Gy...4m und damit .die vorher bestimmten xy2 als Funktionen des 
Parameters a, und von (2n — 4) Konstanten. 

(II) m—=n—l. 

Alsdann bestimmen die (2» — 4) Gleichungen der beiden ersten Reihen 
(immer mit Ausschlufs jener 3 letzten) und 3 Gleichungen der 3 
Reihe die (2n — 1) Gröfsen zyay'2'...y"-?2"”2; man: hat dann noch 


2 d’a 
(n — 5) Gleichungen in der 3%" Reihe, welche etwa En . a be- 


stimmen; dann entnimmt man noch der 4” Reihe zwei Gleichungen, 
welche die 3 Ableitungen der a enthalten; in diese setzt man die 
bigen Wert Yale. yet nd vn 
obigen Werte von zyzy2...y"2 und von ga 


letztre sich aus den oben bestimmten 2!” Ableitungen ergeben, so 
3 3 
dafs diese zwei Gleichungen nur noch a ” und a enthalten. 
Man hat dann » — 5 Gleichungen mit den 2'® und zwei Gleichungen 
mit zweien dritten Ableitungen, also ein System von der Ordnung 
2(n— 5)+3-2=2n— 4. Dieser Weg ist anwendbar für n>5 
und ist es nicht für n<D. 
Nun sofort allgemein für 
m=n—i i=0,1,2,....n —2) 
Die (2n — 27— 2) Gleichungen der beiden ersten Reihen und (2:41) 
Gleichungen der 3'® Reihe bestimmen zyzy' 2... y"—?2””?; die übrigen 


s 5 d’a d?0,25, 
n — 3 — 2 Gleichungen der 3% Eu also 
da,” da,” 
; d°a,_3:+1 d°a,_; 
braucht man noch 2% Gleichungen der 4“” Reihe, um — 75: SFR 
2 2 


3 3 
d d’a, d’a, 


NE, 
zu berechnen, während 7.,:°°" ;— sich schon aus den entsprechenden 


da, 
2'® Ableitungen ergeben. Man hat also ein System von der Ordnung 
2(n — 3: —2)+3:-2i= (2n — 4). — Dieser Weg ist brauchbar für 
n>3i-- 2, nicht fürn <3: + 2. — Wir entwerfen nun ein Bild von 
der Anwendbarkeit dieser Kombinationen, indem wir sıe für 
m=n, n—1,n—2,n-—3 ete. durch 

I Il Il IV ete. bezeichnen und dies in die entspre- 
chende Stelle der Tabelle eintragen. Die jeweilige Ordnung des Systems 
resp.die Anzahl der Konstanten in der singulären Lösung, die wir snennen 
wollen und die immer = 2» — 4 war, unabhängig von m, steht oberhalb 
der betreffenden Kolumne. Ein Strich (—) bedeutet Nichtanwendbarkeit 
dieser Kombinationen des Weges (a). Der Fall m = 2 kommt hier nicht 
in Betracht, da dann die Wege (B) und (C) zusammenfallen. Für die 
leeren Felder ist m >n, also das Problem überhaupt nicht vorhanden. 


SEE 


ZIHGE SEZEREEEE a |26 28 s0|32 |34|36 


JERDEIDEEREEHENE E 1010 12151215 |16|17 181920 
or En EEE 
4 al ioigted, Su 3 be 19 SRH Dec TE RE DR Sim ZULENT 
5 a Re ER 2 ee a FE BL N, ne 
6 ED RER NE 2232, DRAN ORTE; Nele PER: Fa 1ERT NS HF LER 
7 IL | TI En a WE He 
8 BT LIT EDER 2 a > ZI ETSIFR 
9 } OL a a ET ET er 
10 IE ERSHERT 
11 EISEN VE Ve bo 
12 TER TTEH LIU EV VO VI Se 2 
VE Een | ee else he IESKIIL HEVE VI VII — 
De ET Dar EEFLEHI N IV WELVEIVII 
15 I/II ,ımIv  v/[vI 
16 I|IEIN IV|V 
17 EI HIV 
18 Ijır /ıı 
19 I|ı 
20 j' 


l 


ß) Wir wollen versuchen, ein gemischtes System zu erhalten, 
Das ist möglich etwa auf folgende Weise. Man nimmt die beim Wege 
(B) verwerteten Gleichungen (10) und löst davon 

He. DEI Zi, 
nach a, ... @Q„ und sodann 
Ir? = 0, Sund A, —=0 


nach 9°? und 2°7?, so dafs man alle diese Grölsen schliefslich er- 


hält als Funktionen von ,xyzy'2’ ... y"—=°2*73, man setzt diese 
Werte sämtlich in 4,, so dafs man dadurch eine Relation zwischen 
a,2y2y'2’ ... y"—°2”? allein erhält. Nun bildet man durch voll- 


ständige Differentiation 
D,4,(a,2y2y'2’ ... P—3ar2) — 


und ersetzt die dann auftretenden 4”? 2”? durch obige Werte, so 


: 5 h da, 
dafs diese Gleichung nur enthält: zyzy'2! ... y’7°2""°a, „,; man 


differenziert nochmals vollständig nach & und erhält, wenn man wie- 
der 9”? und 2°? substituiert, eine Gleichung mit 


N, SR 


da, ..00, 
dx da? 


BYUEYSREN EYE 0, 
Somit hat man drei die im allgemeinen sicher lösbar 


sind naeh y7 2,9072 und @ Ir > also äquivalent sind einem System 


2(n — 3) +2 = (2n — 4)'* Ordnung, in Übereinstimmung mit dem 
Früheren. — Im Falle n=5 (m = 2 oder 5) hat man drei Gleichun- 
da, d’a, 
de d«?’ 
eine Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen a, und x allein. 


gen mit £Yy2 a, ——- erhält also durch Elimination von y und 2 


Dieser Weg (ß) ist, wie man sieht, im allgemeinen immer an- 
wendbar, ebenso wie der Weg (B), an den er sich anschliefst. 


S 5. Die erste und dritte Methode. 


Wie bei der zuerst behandelten Klasse von Differentialgleichungen, 
so sind auch hier ganz entsprechend drei Methoden möglich. Die bis. 
jetzt behandelte entspricht der dortigen zweiten Methode; es soll ge- 
zeigt werden, dafs auch die erste Methode, die der Integration durch 
Differentiation, ein Analogon besitzt; zuletzt werde die dritte Methode 
erörtert. 


Die Lösungen y, 2 der Differentialgleichungen (A) erfüllen diese 
selbst und auch die vollständig differenzierten: 


oFdX , oF dX, or dA 
X do 19% dx ne eure dx ns 


(14) 


08 dX 05 4X, 
Et Zt Sta dx —0. 


Verbinden wir diese mit den S. 26 gefundenen immer geltenden m 
Identitäten (7): 


daX | 
(7) Se. 0 3—0,12..m 
so hat man (m +2) lineare homogene Gleichungen für die a die 


doch nicht identisch Null sein sollen, weil sonst sämtliche a, konstant 
würden ; also müssen die Determinanten verschwinden. 

Wir verbinden die beiden (14) mit den (m — 2) ersten (7) und 
dazu einmal mit der vorletzten, das andre mal mit der letzten (7), 
so dals 


oFoOF 0rF OFöF dr 
0X 9X, X, DRERE AR, 
00 00 ,,, 08 Be RR N 20 
BRONX, PEST IE 
ART Or) BR ne: es 
9, = oX EDER —0; = oX OX,, By 
Zur 2), ,0u) sam), , ur?) 
0X oX, EDEN 
Au) ..alrr ®) duraz) 3. BLUE) 
oX OX, oX ER X, ; 
Bezeichnet man jetzt die Differentiation nach x, insofern sie sich auf 
die Argumente XX, ... X, bezieht, durch ö und im übrigen durch 
d, so dafs 
_.a0, | 80, 
D.0, da ai. 08 


60, _0@,dX , 080, dX 09, IX, 


4 1 
ie Br de TER ar de 
’ do 
so ist Ze = 0@%,; 
KO) : & . : 
wegen &, — 0 muls also ——.- —0 erfüllt sein. Die Verbindung mit 


den Gleichungen (14) und den (m — 2) ersten (7) gibt die neue 
Determinante 


„| OF OF 
ar ee oT 
D .». 8 820 0 ® o® 
0X oX,, 
ot) } 2,00 
9, ng 0oX 0X, wo, 
770) 23 
PEREENETPE 
09, u. r 0 0. 0 © 09, 
oeX 0X 


Die singulären Lösungen haben also neben den Differentialgleichungen 
(A) noch diese drei Gleichungen &, = 0, %, —=0, 0, = zu erfüllen. 
Da nun F®®, ©, ®, unabhängige Funktionen sind bezüglich der 
XX,... X, diese letzteren aber nach $ 2 immer abhängig sind be- 
züglich y* und 2”, so sind damit auch F®®, ©, ©, abhängig bezüglich 
y" und 2”; somit ergeben sich aus den fünf Gleichungen: 


Be 
A) FRXE KR) 0, DXR... %)=0, 0 0,0900 0 
durch Elimination von y” und #” vier Gleichungen mit y*-1 und 271, 
so dals die weitre Elimination von 4”! und 2°”! nunmehr zwei Glei- 
chungen mit 9%”? und 2”? ergibt, also wie früher durch die zweite 
Methode ein System (2n — 4) Ordnung. — Schreibt man übrigens in 
den fünf Gleichungen überall aa, .... a„ an Stelle von XX,... Xn, 
so gehen die Gleichungen (A) in die (8) und die ©, 0,9, in die 9,959, 
von 98. 40 über; fügt man noch. 


(1) EN ae N den, 
oder die diesen äquivalenten 
(4) I7=0, IE 0... Was 


hinzu, so gelangt man gerade zu den früher durch den Weg (B) der 
zweiten Methode erhaltenen Gleichungen unter der Annahme, dafs nicht 
aa, von vornherein durch die Gleichungen (8) beseitigt wurden. Es 
ist so direkt gezeigt, dafs beide Methoden zum gleichen Resultat führen. 

Wir kommen nun zur dritten Methode. Dieselbe geht aus von 
der als existierend vorausgesetzten allgemeinen Lösung: 
(16) Kayeaar..-@)—U, 
jener Differentialgleichung (» + 1)'* Ordnung 

2ayeya... Preth)—o, 
von welcher | 
41 Leu Ren SS eoN, N Se 
die sämtlichen (a + 1) Integrale waren. Diese sind äquivalent den 
Gleichungen (nach S. 27) 
(17) 0, ef) dr 
Die allgemeine Lösung der vorgelegten Differentialgleichungen (A) war 
dann die Verbindung.von | 
(16) f=0 mit 8) Fan :...)=0, dan. a 

Um zu den singulären Lösungen zu gelangen, ersetzen wir die (A) 
wie früher durch die Gleichungen (8) und (1”), indem wir die in den 
(A) nicht vorhandenen, uns jetzt aber bekannten 

2 Im +1 — Am-+1}) -:-» An. 

hinzufügen. Nun sind aber die Gleichungen (1”) ersetzbar durch die 
(17), also die Differentialgleichungen erfüllt, wenn es die Gleichungen 
(8) und (17) sind. Dies soll jetzt geschehen, indem wir sämtliche 
Ad, ».- Am --. An als Funktionen von x betrachten. Sollen aber dabei 
die Gleichungen (1”) die Auflösungen der (17) bleiben, welche bei 


variablen a’s so zu schreiben sind: 


I re 
f=0, Df=0, Df=0,... Df=0, 


so müssen diese letzteren Gleichungen mit den (17) selbst zusammen- 
fallen, also, ganz analog wie früher, 


ö of’ of” RR: 
(18) 0, eo, Le... 0, 
erfüllt sein. Die singulären Lösungen y, 2 und die zugehörigen Funk- 
tionalwerte der aa, ... a„ haben also zu erfüllen die (2n + 2) Glei- 
chungen: (8), (18) und 
(17) f=09, f=0... 0, 


wobei wir von den (17) jetzt f* =0 weggelassen haben, da es allein 4” 


und 2* einführen würde. Denken wir aus den Gleichungen (8) etwa a und 
a, und damit 2 und en bestimmt und in alle übrigen Gleichungen 
eingesetzt, ohne diese Substitution äufserlich zu markieren, so sind 


die Gleichungen (18) auch nach der Substitution homogen und linear 

u da, da din 

bezüglich der a. Fe 

ersten und die beiden Determinanten 

A =d0, AN) 

Al ... mXyY2y ER ... y"—1z”—! enthaltend, welche entstehen, wenn 

man die (n— 2) ersten (18) einmal mit der vorletzten, einmal mit 

der letzten zusammenstellt. Dann ergibt sich aus D,A1,=0 ganz 
wie früher eine Relation 

An 184, da, Id Gin 

EIERN PER ame dx 


, Sind somit zu ersetzen durch die an — 2 


welche, verbunden mit den (n— 2) ersten (18), eine Determinante 
A, = 0 gibt, die, wie 4,', die Differentialquotienten nur bis yr 2 5r—2 
enthält. Wirft man jetzt einen Blick auf den Weg (B) der zweiten 
Methode, so sieht man, dafs er mit dem jetzigen sich Schritt für 
Schritt identificiert, sobald man Illxyzy'z’... yP-rar—”q,... Am) 
vertauscht mit f(xyz a,a, ... Q„); die weitere dort angestellte Dis- 
kussion passt also wörtlich auch hierher, da die (B) in die (18) über- 
gehen, wenn m in %n übergeht; die zweite Methode verwandelt sich 
also in die dritte für m=n. Dafs auch das Resultat dasselbe ist, 
wenn man beide Methoden nebeneinander anwendet, zeigt die Ver- 
folgung jenes Weges (B); dort hatte man aus den (m-+-1) Gleichungen: 


10) UD=0; T=0;... m=0; 4-0, 4-0; 
die (m — 1) Grölsen a,Q; ... Qm zu eliminieren; hier dagegen aus 


den (n + 1) Gleichungen: 


Pfitzner. 4 


— 590° — | 
109) Fed 1-0 re 0: Fon 


die (n— 1) Gröfsen a ... dm .-. Q,; in beiden Fällen bleiben zwei 
Gleichungen mit zy2y'2’... P?7?2*—?, also ein System (2» — 4) 
Ordnung. 


Offenbar ist wie bei der zweiten, so auch hier bei der dritten 
Methode der von uns mit (B) bezeichnete Weg stets anwendbar; doch 
scheint er hier im allgemeinen nur umständlicher zu sein, da man 
(n— m) Gleichungen und (n— m) zu eliminierende Gröfsen mehr hat, 
als bei der zweiten Methode und schliefslich doch auf dasselbe System 
(2n — 4)!* Ordnung kommt. Ein Vorzug würde jedoch dann ein- 
treten, wenn II eine recht unbehilfliche, f aber eine einfache Form 
hat, so dafs sich mit den (+1) Gleichungen (10%) doch leichter 
operieren läfst als mit den (m +1) Gleichungen (10). 

Wir haben nun zu untersuchen, ob man bei der dritten Methode 
noch andre Wege einschlagen kann. Jene Gleichungen (18) haben, 
ganz wie die (B) der zweiten Methode, das Schema zur Folge: | 


Taya a ade 
0-0 

Po: A eo 
eb Ale 


fr72—= 0; O3 — 0; ft — 0; | | r—2f 32 0; 
er a 0; or — 0; Or e ve 0; | | | ee Ber 0; 02 Eu 0; 
9; ee et tt et; ft. 


Dies ist unser früheres Schema der zweiten Methode, nur für m=n, 
wobei II in f übergeht. Was also von der Brauchbarkeit des Weges 
(C) bei der zweiten Methode ($ 4) gesagt wurde, gilt hier unverändert: 
Weg (C) ist nur bei m = 2 anwendbar, wo er mit (B) zusammen- 
fällt (ef. $ 6); im übrigen tritt die in $ 4 mit («I) bezeichnete Kom- 
bination in Kraft, welche für m=n galt und die drei ersten Vertikal- 
reihen des Schema’s benutzte. Sie führt, wie dort erörtert wurde, auf 
ein System (2n — 4)! Ordnung und bestimmt a,a, ... @,, und damit 
indirekt xyz, als Funktionen des Parameters a, und von (2n—4) 
Konstanten. Eine andre Kombination scheint bei der dritten Methode 
nicht anwendbar zu sein. 


“ 


RR, 2 


S 6. 

Wir haben noch die Fälle m =2 und m =35 eingehender zu 
betrachten. Beiläufig sei bemerkt, dafs unsre Methoden auf keine 
singulären Lösungen führen im Falle m = 1, da die dann auftreten- 
den Gleichungen 

F(aa)=0, B(aa)=0 
a und a, konstant machen würden. 

Der Fall m =2 ist ganz besonders übersichtlich, da bei ihm 
keinerlei Zweifel über den einzuschlagenden Weg herrschen können; 
beide Wege (B) und (Ü) fallen hier zusammen. Die Differential- 
gleichungen 
(A) FRE X.) U; D(XX,X,) = 0 
seien lösbar nach X, und X;: 

i XK=pA), .-=yplX) 
Nachdem alsdann a, und a, durch 

4—=y(); = Yla) 
entfernt worden sind, genügen die singulären Lösungen dem Schema 
von Gleichungen: 
Iiayey'e yon Ta) 0 
‚ II oII da 

I=VQ(, rn en 0 
monde, Mu 
02 Fa dardar : dx? 
Die -Determinante 7, reduciert sich auf ein Element 


= 


was auch direkt resultiert, da -—-0 sein soll. 47, reduciert sich 


IT—=0, 0% 


gleichfalls auf ein Glied: 


4 m 
er Sr er u 
Wegen S2=F 0 redueiert sich aber auch 
0°II ö. (OII 0?II da = Ro 
Tl ne rei 


Somit führt bei m = 2 und beliebigem » sowohl der Weg (B): . 
IT=0; 4=0; s=(0; 
wie der Weg (0): 
H=0,0- 0; 
Ai 


Be, 
auf genau dieselben drei Gleichungen: 


ol ERST 
619) IL: TE 0) +, = 


Die Elimination von a gibt also für die singulären Lösungen ein 
System (2n» — 4)!® Ordnung zwischen xyz. Im einfachsten Fall n = 2 
ist 2» —A=0, man hat also drei endliche Gleichungen, die durch 
blofse Auflösung nach a, y, 2 die unbekannten Funktionen direkt er- 
geben. Alsdann ist es bekannt,*) dafs die singulären Lösungen die 
Rückkehrkante der Enveloppenfläche derjenigen Schaar von Oberflächen 
f(ayzaa,a,) = 0 darstellen, deren Bestimmungspunkte aa,a, auf der 


Kurve 
ee p(a), = v(a) 
liegen, wo aa,a, als laufende Koordinaten anzusehen sind. 

Was die Existenz der singulären Lösungen anlangt, so ist klar, 
dafs solche für m =n= 2 nicht vorhanden sind, nicht blos wenn f 
linear in a ist, sondern allgemeiner, wenn a nur in zwei Verbindun- 
sen vorkommt, von denen eine, %(a), irgend wie beschaffen, die 
andere aber linear ist, sodals f die Form hat: 


flayza) = f(aye) + Ela): Alaye) +a- laye) = 0; 
dann ist 


0 7 0? 0? 
ei nth-G ee h= 
03 (a) 


Da %3=F0 sein soll, so mülste re 0 sein; dies enthält 


aber a allein, macht es also konstant und gibt somit keine singuläre 
Lösung. Bei n> 2 gilt Analoges; es darf II(xyz.... y*=?2r—2u) 
nicht die Form haben 


. U—1, + S8@ 22 ra: I, 0, 
worin II, II,1I, Funktionen von xyz... y"=?2°—? allein sind; denn 
dann wird 
oIl __0%(a) II __ 0?%(a) 2 
04. 2200 Ei I Dar T3.,.008 MN; 


= () macht wieder a konstant. 


und 8a) 
0a 


Singuläre Lösungen existieren ferner nicht, sobald, bei m=n=2, 
y und zZ nur in einer von a freien Verbindung u in f(xyza) vorkom- 
men; denn Elimination dieses u aus (19) ergäbe zwei Gleichungen 
mit x und a allein, machte also beide konstant. 


*) Vortrag des Herrn Prof. Dr. A. Mayer im Königl. mathemat. Seminar, 
Februar 1883. 


Bene 


Wir geben einige Beispiele für die einfacheren Fälle. 


1.) m—en—2. 
Die Integrale einer totalen Differentialgleichung dritter Ordnung: 
Ye — 2.’y"—=0 sind: 
N a er Keila; ne 
wo s=y"(a—xe) —2”’(y — xy‘) 
Dies sind die Auflösungen von 
Tzır tay+ a +1=0 
f=sa+tay+o2—=0 
fz=ay" +02" =0. 
Die Differentialgleichungen seien 
RW DIE IDGE 
Dann ist deren allgemeine Lösung, indem man a =ua, = a 


einsetzt: 
fzaatdy+taz+1=0. 
Die Gleichungen (19) lauten: 


za tdey+taz+1=0; T—n+2ay +3az—0; 
T=2%(y+3a)-0, 


und geben die singulären Lösungen 


x* er : 3 

1 r 
2.) m=2,.n=3. 

Die Integrale einer Deren anne vierter Ordnung, 
a u yx x Sn ya —z'y" — x6 
A co» = Fa X, er 6 ’ 

„ [AA „ m 
wo oc=y2 —:y, 


sind entstanden aus | 
T=ay+a?!+,+2=0. 


Die Differentialgleichungen seien dieselben wie vorhin, so dafs 


a, a u. 
Dann sind jene (19): 
T=ay+ez7 + +2=0; ey + 2a2’ + 3a? = 0; 
0?I1 


ER Sa Ald +3a)=0 


und liefern 


Net: ( Peae 


wear estı. ser, 
und durch vollständige Integration die singulären Lösungen mit zwei 
willkürlichen Konstanten: 
y-azıhtaj = 204g. 
8.) m=2, N=3. 

Wir gehen nun zu dem Serret’schen Beispiel über. Es sei von 
einer unbekannten Kurve y(x), 2(&) die Kurve der Schmiegungskugel- 
mittelpunkte mit den laufenden Koordinaten abe gegeben: | 

F(ab)—=0; Dlab) —=0, 
oder in gelöster Form 

| b=yl); c=d(la) 

Gesucht wird die ursprüngliche Kurve y(z), z(&). Die Schmiegungs- 
kugel geht durch vier benachbarte Kurvenpunkte; dann genügen die 
Koordinaten abc ihres Mittelpunkts und ihr Radıus R den vier Glei- 
chungen (der Kugelgleichung und ihren drei ersten Ableitungen): 

@- + +@—-j—R 

a a+yy—d)+rl@- 0-0 

a ee 

syy rze)ıy W-ödHrzZ ee) 
Benutzt man die Abkürzungen 

I1+y’+2:.’=-s; yy+t?ie=t, 

so ergibt sich, während die erste Gleichung nur den Radius definiert, 
durch Auflösung der drei letzten: 


[270 


Styaray) Eye’ —zu) £ 
a=u + m —on == No 


ya —2 Yy 
3:2" —s2”” 

b=y— „Im ne; 
BE aaa, 
st ER ‚m 

(Rz, + 177 3 2 ee 2 
v7 —ey 


Dies sind drei Integrale einer Differentialgleichung vierter Ordnung: 
(3 tz” — 52 )yıV = (3 iy" — su)! zE 
u [4 (y’y — 22”) — 32 — 2 >)] Yy 27 BER 2’ y) Pe 0, 
die wir aber nicht weiter brauchen. Die Differentialgleichungen (A) 
lauten somit in gelöster Form: = 


Key) B=VUlX). 


JI=zıe -a+tyy—-b)+.e@—-)=0 
und b=o(a); e=v(a). 


Dann ist 


AFBR SR 
Die vollständige Integration gibt die allgemeine Lösung 
b=yla); c=vla). 
Dieselbe wird also dargestellt durch alle Kugeln mit beliebigem Ra- 
dius, deren Gentren abe auf der gegebenen Kurve liegen. Dafs alle 
auf diesen Kugeln gezogenen Kurven die Aufgabe lösen, ist evident. 
Nun zur singulären Lösung. Die (19) sind: 
H=z2-a+yw—-yp)t?r@—-)=0 
IN u =1I+y.patz.vya=0 
0°II [4 „ [4 „W 
ar a RR, a+2.va=d. 

Diese drei Gleichungen hätte man nach ay’z’ zu lösen. Da aber 
bei allgemeinen p und % die Lösung nach a unmöglich ist, bleibt nur 
der Ausweg, a zur unabhängigen Variabeln zu machen. Setzt man 
l I 12 : 

IE, er —n, Fr? so ist 
a: 
UF ze I E% 


und jene drei Gleichungen gehen über in: 


(1) @-a5+W- Para Wi—0 
(II) E+py. nn +r.=0 
(III) gen Hei. 


Infolge der Homogenität verschwindet die Determinante 


Br MEY ED.., 27% 
d=ı 1 p" v | =@—a)$+@—Y)p" — Yy—Yy)u’=0, 
0) p" u” 
wo9®=goıY”"— p’'ıy’ eine gegebene Funktion von a ist. Somit haben 
die Funktionen xyz von a zu erfüllen (II), (III) und 1=0; sie er- 
füllen auch die nach «a differenzierte 


dd [4 [244 [24 ! [24 
Ta 8 -dFHFE- 1) W- 9)" + Wo" — (m p)e + 

ale) m, 
w®=owu”— og”. Eliminiert man aus 


dd 


die Gröfsen — a und &, so bekommt man 


1" pH HE p+HV9M)=(y— 9) a: 2. 


LE MORE ) 
+ er 


Löst man diese und (III) nach n und 8, so hat man 


Say.» @u ua) W- Pure 20 


a, 90° +9"°4+9”%) 
_.de ___ Ey" u HN) W- MV —ew—wR], 
da 90 + 9"? +9”) 


Die vollständige Integration dieses Systems von zwei Differential- 
gleichungen erster Ordnung liefert y und z als Funktionen des Para- 
meters « und zweier Konstanten. Dann ergibt sich aus 7 =0: 
sat (y— p)% on 
als Funktion derselben Gröfsen. 
Ist die Kurve b= go(a), e= %(a) eine ebene, so ist 


| pop” FE vu"gp" Be 15 
und damit 
dy dz 
Ten) = const., 2= const., 


so dafs also in diesem Falle keine singuläre Lösung existiert. 


ST. 

Zur Behandlung des Falles m = 3 mit Hilfe unsrer allgemein auf- 
gestellten Methoden ist nichts weiter zu bemerken; was jedoch einige 
Worte erfordert, ist der schon in $ 4 betonte Umstand, dafs bei 
m=n=35 die von Serret aufgestellten Gleichungen (U) scheinbar 
zu einer singulären Lösung führen; wir werden zeigen, dafs dies nicht 
der Fall, jener Weg also unbrauchbar ist. — Nachdem man durch 
die Gleichungen 


E00, 0,0.) 0: Dada, Q,4,) — OÖ 
etwa a, und a, entfernt hat, hat man 


OR a 


ar ol | ol ol 
oa 0a, oa 04, 
Amon A, 

da 0a, oa 0a, 


Auf dem Wege (B) ist zu nehmen 
I=0; Hr): A=0; A=V. 


Die Elimination von aa, gibt zwei Gleichungen mit zy2.. .yr? 272, 


Ener 


also wie immer ein System (2» — 4)!* Ordnung. Nun betrachten wir 

jenen Weg (C) für n=3. Dann tritt f(eyzaa,) für II ein und die 
(C) lauten 

Ö ö? ö? 

fayzan)=0; „eh ei 


du? dx? 
Macht man a zur unabhängigen Variabeln, so enthalten diese vier 
da, : d’a, .d’a, 5 
Tag ge und man erhält durch 
Elimination von xyz eine Differentialgleichung dritter Ordnung zwi- 
schen @« und a,, gewinnt also a, und damit xyz als Funktion des 
Parameters « und dreier Konstanten. Dafs dies aber keine singuläre 
Lösung sein kann, ergibt einerseits der Vergleich mit dem Wege (B), 
der die singuläre Lösung nur mit zwei Konstanten ergibt, andrerseits 
die Anwendung der Kombination («Il) für m=n=35. Diese verlangt 
die Elimination von zyzy’z’ aus den sechs Gleichungen: 


0; 0 H-0: 17-0, 0 3-0 


da 


=(. 


Gleichungen die Grölsen xyzaa, 


7 — 0 nach sich zieh 
5,5 — 9 nach sich zie en), 


und gibt eine Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen «a, und 
a, gibt also a, und damit xyz mit nur zwei Konstanten, in Überein- 
stimmung mit Weg (B). 


(welche ja, wie allgemein bewiesen, auch 


Ergebnis des zweiten Teils. 


Unsre Untersuchung hat Folgendes ergeben. Wenn unser Problem 
überhaupt eine singuläre Lösung besitzt, so gelangt man zu dieser 
unter allen Umständen mit Hilfe des Weges (B) der zweiten Methode, 
und zwar direkt durch Aufstellung eines Systems (2n — 4)! Ordnung 
zwischen xyz. Ebenso ist stets anwendbar die Kombination (ß), welche 
gemischte Systeme gibt, und zwar von der (n — 3)!“ Ordnung für y 
und für 2, und von der zweiten für a,. In einer gewissen Reihe von 
Fällen (cf. Tabelle) kann man, je nachdem m=n,n— 1,n — 2 ete. 
ist, eine Reihe andrer Kombinationen («) I, II, III etc. benutzen, welche 
xy2 ganz entfernen und Systeme (2» — 4)! Ordnung zwischen den «a 
allein ergeben. Kennt man aber die allgemeine Lösung des Problems, 
so kann man in allen Fällen den Weg (B) der dritten Methode an- 
wenden, ebenso aber auch den Weg («I), beide geben Systeme 
(2n — 4) Ordnung. — 

Die als vollständige Lösung dieses Systems (2» — 4)® Ordnung 
erhaltnen singulären Lösungen des Problems würden nicht wirklich 
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Vrba, 


Ich, Ernst Otto Paul Pfitzner, evangelisch-lutherischer Konfession, 
wurde geboren am 22. Oktober 1858 zu Buchwald in Schlesien. Mein 
Vater, Adolf Robert Pfitzner, wandte sich im Jahre 1861 nach Dresden, 
wo er noch heute als Privatmann lebt. Er brachte mich zur Neustadt- 
Dresdner Realschule I. O., welche ich Ostern 1876 mit dem Reife- 
zeugnis verliefs. Ich studierte nun Mathematik, und zwar die drei ersten 
Semester am Dresdner Polytechnikum, die vier folgenden an der Uni- 
versität Leipzig. Eine schwere Ohrenkrankheit zwang mich hierauf, 
mein Studium zu unterbrechen; nach der Wiederherstellung genügte ich 
meiner militärischen Dienstpflicht (Michaeli 1379—80) und nahm sodann 
meine Studien in Leipzig wieder auf, wo ich sie auch beendete, nach- 
dem ich inzwischen noch ein Semester (Winter 1881—82) am Dresdner 
Polytechnikum hospitiert hatte. In Leipzig habe ich besucht die Vor- 
lesungen der Herren Professoren Biedermann, Hankel, Hofmann, 
A. Mayer, von der Mühll, Neumann, von Noorden, Scheibner 
und Wundt und teilgenommen an den Übungen der Herren Hankel, 
Hofmann, Mayer und Wundt; in Dresden hörte ich bei den Herren 
Böhmert, Burmester, Fuhrmann, Königsberger, Koppel, 
Kuschel, Fritz Schultze, Stern, Töpler, Vetter, Voss, Zeuner 
und beteiligte mich an den Übungen der Herren Böhmert, Bur- 
mester, Stern und Voss. — Im November 1883 erwarb ich durch 
das Staatsexamen die facultas docendi für alle Klassen der Gymnasien 
und Realschulen I. O. in Mathematik, Physik und philosophischer Pro- 
pädeutik und wurde am 1. Dezember 1883 als Probelehrer am hiesigen 
Königl. Gymnasium angestellt. 

Allen meinen verehrten Lehrern, ganz besonders aber den Herren 
Professoren A. Mayer und Wundt, bin ich zu herzlichstem Danke 
verpflichtet. * 


